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本 书 内 容 大 部 分 来 源 于 作者 近 五 年 发 表 的 学 术 研 究 论文 , 本 书 主 要 介绍 
了 变 分 不 等 式 的 若干 迭代 算法 、 变 分 不 等 式 与 不 动 点 问题 、 集 值 变 分 不 等 式 
的 投影 算法 、 与 集合 序列 相关 的 几 类 变 分 不 等 式 的 投影 算法 、Hadamard 流 形 
上 向 量变 分 不 等 式 与 向 量 优化 问题 .Hadamard 流 形 上 变 分 不 等 式 的 投影 算法 、 
集 值 变 分 不 等 式 的 Gap- ER . 半 变 分 不 等 式 等 内 容 . 为 阅读 方便 起 见 ， 本 书 提 
供 了 非 线 性 分 析 、 黎 曼 流 形 Sobolev 空间 等 阅读 本 书 所 需 的 一 些 背 景 知识 . 
| 本 书 适合 于 对 变 分 不 等 式 算法 感 兴趣 的 高 年 级 本 科 生 、 研 究 生 及 相关 科 
WEA R RIE. 
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变 分 不 等 式 问题 是 现代 优化 理论 和 非 线 性 分 析 的 重要 组 成 部 分 , 它 与 力学 、 热 
学 、 人 微分 方程 、 线 性 与 非 线 性 规划 、 最 优化 理论 与 控制 等 理论 和 应 用 学 科 有 着 密切 
的 联系 , 并 广泛 地 应 用 于 解决 产生 于 上 述 领域 的 大 量 实际 问题 . 变 分 不 等 式 始 于 人 
们 对 力学 问题 的 研究 . 1964 年 , Fichera 在 研究 线性 弹性 体 与 刚性 地 基 的 无 摩擦 接 
触 问 题 ( 妈 Signorini 问题 ) 的 解 时 首次 提出 了 “ 变 分 不 等 式 ” 一 词 . 随后 , 有 关 变 分 
不 等 式 的 数学 理论 逐步 建立 并 形成 了 专门 的 数学 学 科 . 

在 实际 问题 中 , 需要 满足 给 定 精 度 的 变 分 不 等 式 的 近似 解 , 因此 , 变 分 不 等 式 
问题 的 算法 研究 就 成 为 一 个 非常 重要 的 课题 , 如 牛顿 算法 、 近 似 点 方法 等 . 1964 F, 
Goldstein 在 凸 规划 问题 的 研究 中 首先 提出 了 投影 算法 , 投影 算法 因 其 计算 比较 简 
单 , 吸引 了 许多 学 者 借助 其 来 研究 变 分 不 等 式 问 题 . 

本 书 主要 介绍 变 分 不 等 式 的 投影 算法 , 同时 讨论 了 与 变 分 不 等 式 相 关 的 一 些 问 
fl, 如 Hadamard 流 形 上 的 向 量 优化 、 Gap- 泛 函 和 正规 映射 等 ， 共 分 为 8 章 . 第 1 
章 介绍 了 非 线性 分 析 、 黎 曼 流 形 、Sobolev 空间 等 本 书 所 需 的 一 些 背 景 知识 , 该 章 
中 的 大 部 分 结果 均 未 给 出 证 明 , 当然 我 们 给 出 了 主要 的 参考 文献 , 感 兴趣 的 读者 可 
以 在 其 中 找到 详细 的 证 明 ; 第 2 章 主 要 介绍 求解 变 分 不 等 式 的 预测 -校正 欠 代 算法 、 
近似 氮 - 投 影 算 法 和 辅助 困 数 法 等 三 种 迭代 法 ; 第 3 章 主要 针对 三 种 不 同 的 非 扩 张 
型 映射 , 给 出 了 寻找 变 分 不 等 式 问题 的 解 集 与 非 扩 张 映 射 的 不 动 点 集合 公共 元 素 的 
投影 算法 ; 第 4 和 草 通 过 Armijo 线性 搜索 程序 和 超 平面 的 不 同 选择 , 给 出 了 集 值 变 
分 不 等 式 的 超 梯 上 度 算 法 、 二 次 投影 算法 、 修正 超 梯度 算法 、 次 梯度 算法 等 四 种 不 同 
的 投影 算法 , 并 提供 了 相应 的 数值 实验 结果 ; 第 5 章 讨论 了 求解 单 值 、 集 值 和 广义 
等 三 种 不 同类 型 变 分 不 等 式 与 集合 序列 相关 的 投影 算法 , 是 第 4 章 部 分 结果 的 延 
伸 和 推广 ; 第 6 章 给 出 了 Hadamard 流 形 上 的 癌 量 变 分 不 等 式 与 不 可 微 非 凸 问 量 优 
化 问题 的 等 价 性 , 并 建立 了 向 量 优化 问题 解 的 存在 性 结果 , 同时 提出 了 Hadamard 
流 形 上 集 值 变 分 不 等 式 的 投影 算法 ; 第 7 章 首 先 介 绍 了 集 值 变 分 不 等 式 的 Gap- 泛 
K, 并 建立 了 变 分 不 等 式 解 的 误差 界 , 其 次 讨论 了 混合 变 分 不 等 式 的 正规 映射 与 不 
动 点 映射 的 相关 概念 和 性 质 ; 第 8 章 主 要 介绍 了 Navier-Stokes 型 半 变 分 不 等 式 , 并 
建立 了 其 解 的 存在 性 、 唯 一 性 和 解 对 初始 数据 的 连续 依赖 性 等 结果 . 

本 书 的 阅读 对 象 是 本 科 高 年 级 学 生 、 研 究 生 以 及 相关 科研 人 员 .， KEARE 
要 来 目 作 者 近年 来 发 表 的 科研 论文 ， 其 中 部 分 内 容 是 近年 来 的 热点 研究 课题 ， 如 
Hadamard 流 形 上 的 变 分 不 等 式 的 相关 理论 与 算法 、 用 Rothe 方法 求解 Navier- 
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Stokes 型 半 变 分 不 等 式 等 ， 希望 本 书 能 够 对 变 分 不 等 式 算 法 感 兴趣 的 读者 有 所 
帮助 . 


本 书 在 编写 过 程 中 难免 有 不 妥 之 处 , 希望 读者 诚 奶 地 提出 建议 并 给 予 指正 . 最 
后 ， 本 书 能 够 顺利 出 版 , 还 要 感谢 重庆 邮电 大 学 出 版 基金 、 重 庆 市 自然 科学 基金 
(CSTC, 2010BB9401) 和 重庆 市 教委 科学 技术 研究 项 目 (KJ110509) 的 资助 . 
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第 1 章 预备 知识 


本 章 主要 介绍 了 非 线 性 分 析 、 黎 曼 流 形 、Sobolev 空间 等 本 书 所 需要 的 一 些 背 
景 知识 .1.1 节 主 要 介绍 了 泛 函 分 析 、 非 光滑 分 析 等 方面 的 内 容 ,， 如 Michael 选择 
定理 在 证 明 集 值 变 分 不 等 式 解 的 存在 性 方面 、 满 射 性 定理 在 证 明 半 变 分 不 等 式 解 
的 存在 性 方面 等 均 起 着 关键 的 作用 ，1.2 节 回 顾 了 黎 曼 流 形 尤 其 是 Hadamard 流 
形 方面 的 一 些 概 念 和 定理 ， 如 Hadamard 流 形 上 局 部 连续 性 、 伪 单调 性 、 上 (T) 
半 连 续 性 等 概念 以 及 Lebourg 中 值 定理 、 三 角形 比较 定理 等 定理 , 它们 是 本 书 第 
6 章 的 主要 研究 工具 . 1.3 节 简 要 地 列举 了 Sobolev 空间 尤其 是 Bochner-Lebesgue 
空间 (定义 在 [0, T] E) 的 一 些 结果 , WRAAE, Lebesgue 控制 收敛 定理 等 
它们 在 第 8 章 的 研究 中 起 着 本 质 的 作用 ， 有 关 泛 函 分 析 、 非 光滑 分 析 、 歼 曼 流 
形 、Sobolev 空间 等 方面 的 背景 知识 的 证 明和 详细 讨论 ,可 参考 相关 文献 ,如 文献 
[1]. [32]. [36]. [128]. [155]. 
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设 H A Hilbert 空间 , 其 内 积 和 范 数 分 别 记 为 (和 || - ||, CB(H) 表示 A 
的 一 切 非 空 有 界 闭 子 集 族 . 我 们 用 zi — r 表示 序列 {zi} SOURS r, 用 zi 2 
表示 序列 {oi} 强 收敛 到 z， 用 w(x;) 表示 (zb 的 弱 聚 点 全 体 组 成 的 集合 ， 即 
ww(r;)- {x € H : {x} BHAE r, 其 中 (5) 是 { 的 某 个 子 序列 }. 对 赋 范 空 
间 X, 我 们 用 | x 表示 它 的 范 数 , 用 X* 表示 它 的 对 偶 ,用 (,…)x-xx 表示 X* 和 
X 之 间 的 对 偶 配 对 . 我 们 分 别 用 X 和 X* 表示 空间 X 赋予 弱 拓 扑 和 它 的 对 偶 空 
间 X* 赋予 弱 * 拓扑 , 有 时 我 们 也 用 X 表示 赋予 强 拓扑 . 用 符号 2* 表示 X* 的 
所 有 子 集 的 全 体 所 组 成 的 集合 . 用 a.e. 表示 “几乎 处 处 ”. 若 无 特别 说 明 , 我 们 总 假 
Æ X Æ Banach 空间 . 

设 K 为 Hilbert 空间 H 的 非 空 闭 凸 子 集 , Y zeH, Pkl) aN r 到 K 上 的 投 
影 ， 即 


P(x) = argmin{||z — z|| : z e K} 


其 中 , argmin(F(r):r € K} Xs F TE K EBHERA NB. 
下 面 的 三 个 引 理 给 出 了 投影 算 子 的 一 些 性 质 . 
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引 理 1.11156] &zxzcH,uckK 满足 变 分 不 等 式 
(u—z,ev—u)2z0, vek (1.1) 
当 且 仅 当 
u = Px(z) 
其 中 , Pk AH BK LESS ARE JL. 而 且 Pk RAT KH, Fp 
|Px(z) -P«(y)l &lz—vyl. Va,yeH 
引 理 1.2 ”假设 K 是 一 个 非 空 闭 凸 集合 , zE K,zER". 那么 下 面 的 结论 等 价 : 
(i) lz — yl? < llz — yl? — llz — xll^, Vy € K; 
(ii) z = Pk (xz). 
证 明 ”对 任意 的 y € K, 因为 
lla = yl? = lla — 2? lla — vi^ 2(— 2,2 -— y) 
根据 引 理 1.1, 我 们 立即 得 到 结论 . 
51 1.3056 i& Pk THA K LHRBHF. N 
(i) (z — Pk(z),Pk(z) v) F0,VzEH,ve K; 
(ii) ||P (x) — Pk(y)I? < (Px(x) — Pr(y), £ y Vy € H; 
(iii) |[Px(x) — ll^ € Ix — yll* = llz - Priz)”, Vr € H, Vy € K; 
(iv) ||Px(z) — PK)? < lla — yl? — l/P«(x) —£ +y- Pk(y)I^. Yz, y € H. 


下 面 我 们 介绍 n 算 子 单调 性 和 Lipschitz 连续 性 的 概念 . 
定义 1.1 称 映射 :及 x 万 一 是 为 


(i) 单调 的 , 如 果 
(zr—9,9(x,9) 20, Va,yeH 


(i) 严格 单调 的 , 如 果 
(r— y,n(m.9) »0, Va,yeH,r xy 
(iii) o- 强 单调 的 , 如 果 存 在 常数 0 > 0 使 得 
w- ynag) zolta VzyeH 
(iv) 5-Lipschitz 连续 的 , 如 果 存 在 常数 >0 使 得 


lin(z,y)|| < ôl- yl, Va,yeH 


1. 3EZETEA HET 3: 
注解 1.1 8E L1 (iii) 49 (iv) Ro « ó. 
注解 1.2 ”由 定义 1.1( 道 ) 可 得 
In(z.y)| 2elz—yl; Va,yeH 


接 下 来 介绍 单 值 算 子 的 单调 性 、 余 强制 性 等 概念 . 
定义 1.219 Wki g: HH A 


(i) u-Lipschitz 连续 的 , 如 果 存 在 常数 /> 0 使 得 

lgl) — (y) < uz = yll, Yz, y € H 
(ii) 强 单调 的 , 如 果 

(g(r)—9(y)5)r—9y) 20, Va,yeH 
(iii) ao= 强 单调 的 , 如 果 存 在 常数 a > 0 使 得 

(g(x) — gly), 2 — y) 2olz = yl”, Va,yeH 
(iv) a- 余 强制 的 , WREAK GF Ma > 0 使 得 
(g(x) — g(y), 2 = y) 2 allg(x) = (y), Yzy eH 
(v) 松弛 (7Y,7)- 余 强制 的 , 如 果 存 在 常数 了 > 0,7 > 0 使 得 
(g(x) = gly) x — y) > —vllg(z) — gy)? -rllz — vl, YeyeH 


注解 1.3 ”由 定义 1.2(iii) 可 得 g(x) —g(y)|| > allr- yl. Vx, y € H, HET 
g 的 可 逆 性 . or 强 单调 性 蕴含 单调 性 , 但 反之 不 真 . 

定义 1.3 ik T, A: H o CB(H) 是 集 值 映 射 , Nin: HxH Híá$eg:H—H 
是 单 值 映射 . 

(i) NOG) 在 第 一 变 元 关于 T A a-g- 部 分 松弛 信 强 单调 的 , 如 果 存 在 常数 
Q > 0 使 得 


(N(ui,-) — N (ua, +), n(9(z),9(y))) > —allg(z) — g(z)|I? 


Va,y,z€H, u, € T(x),u2 € Ty) 


类 似 可 定义 N(.,.) 在 第 二 变 元 关于 A 的 g- 部 分 松弛 7- 强 单调 性 . 
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(ii) RAN: Hx H — H 4& & — EL TA 8- 强 单调 的 , 如 果 存 在 常数 
B > 0 使 得 


(N(T(x1),-) — N(T (£2), -J 21 — £2) 2 8|zx1 — təl, VTi, tz € H 


(iii) 称 映射 N: Hx H O H X 8 — € J67 Lipschitz 连续 的 , 如 果 存 在 党 
数 入 > 0 使 得 


IN (u1, :) = N (us, :JII <= Allu 一 u2 |, Vu, U2 cH 


类 似 可 定义 N(.) 在 第 二 变 元 关于 A 的 强 单 调 性 和 Lipschitz 连续 性 . 
(iv) 称 了 是 万 -连续 的 , RH (r4) € H for, — x FH T(r,) —^ T(x), 其 
+ D X€ Hausdorff 度量, Pp 


D(A, B) = max [sup inf d(r,y),sup inf dorsa) y , A,BcH 
rEAYEB - -yc B TEA 


注解 1.4 49 为 恒 等 映 射 时 , 定义 1.3(i) EANO) 在 第 一 变 元 关于 T 的 
Q- 部 分 松弛 7- 强 单调 性 ; 当 n(y.x)— y — xr 时 , 定义 (i) BA N(,) 在 第 一 变 元 关 
T T 的 Qa-g- 部 分 松弛 强 单调 性 . 

定义 1.47] AA pC): H x H — (—00, +00] RAHA AKAD, 如 果 

p(T, x) m p(x, y) 二 ply, c) T gy; y) > 0, Vr, € H 

EX 15 i F(,,):KxKxK- CB(H) 是 三 元 算 子 ， T.A: H + CB(H) 
是 两 个 多 值 映 射 , g : K 一 K 为 单 值 映射 , p(,-) : H x H > (一 00, 十 oo] 是 二 元 泛 
E. XR F(-,-,-) 与 映射 了 及 A XT —JUES o6) 为 9- 联 合 伪 单调 的 ,对 任意 
r,gy€K,ueA(r),veT(r).,seaA(y.teT(y),Xx€ 


F(u,v,g(y)) + (gly) g(r)) — e(g(z), g(r)) 2 0 


则 
—F(s,t, g(x)) + e(g(y), g(x)) — e(g(x), g(z)) 2 0 
根据 定义 1.5 RJ AH, 当 A, g 均 为 恒 等 映 射 时 , 定义 1.1) 变 为 FO) STR 
于 oC.) 的 联合 伪 单 调 性 . 


给 定 映射 了 : K >K. 在 本 节 中 , 除非 特别 说 明 , 我 们 用 F(T) 表示 映射 7 了 的 
不 动 点 全 体 组 成 的 集合 . 


下 面 我们 给 出 非 扩张 映射 以 及 严格 伪 压 缩 映 射 的 定义 . 


L1 “ 非 线性 分 析 5. 
定义 1.609 设 S:K 一 KK 为 单 值 映射 . 
(i) 称 5 为 非 扩 张 的 , wR 


|$z—Sy|£lr-yl Vzyek 


(i) 4k S: K OK 为 0- 严格 伪 压 缩 的 , 如 果 存 在 常数 0 e [0,1) 使 得 
Ss — Syl? < lz- yl -- ell — S)z (1 — Syll^, Va,yeK 


其 中 , 了 为 恒 等 映 射 . ZL, 映射 是 非 扩张 的 , 当 且 仅 当 它 是 0- 严 格 伪 压缩 的 . 
(ii) XR S: K — K 是 6- 拟 严格 伪 压 缩 的 , 如 果 F(S) AS BA OE [0,1) 使 得 


lSz—p|^zliz-pi*^-ó5|r-—Sz|^, Va eK, pe F(S) 


易 见 , 如 果 F(S) AS, WFP 4&4 JE 8 BSUS RAA JE H8 

严格 伪 压 缩 映 射 具 有 如 下 两 个 性 质 . 

引 理 1.495 AKAH ERAL R. wRS: KOK X 0-735455 à 
映射 且 F(S) AS, RJ F(S) Hem. 

引 理 1.5 5? eK XX Hilbert 空间 H 的 非 空 闭 凸 子 集 . wHS: KOK 
是 人 严格 伪 压 缩 映射 , 则 映射 1 一 5S 在 0 点 是 次 闭 的 , Pp 


ti > ©, STi— Ti > 0 > Sr@=2 


下 面 介 绍 集 值 映射 单调 性 和 连续 性 的 概念 . 
定义 1.7 称 集 值 映 射 政 :太一 2 为 
(i) 单调 的 , 如 果 


(u—v,r—y)20, Vue Fave Fy 


(ii) 极 大 单调 的 . do F 3863, 且 其 图 没有 真 包含 在 任何 其 他 单调 映射 的 
图 中 . 或 等 价 地 , 单调 映射 政 是 极 大 的 ,， 当 且 仅 当 


(r,oujeHxH,uw—vr—y)20, VWreryoue Fx 


定义 1.8/9 设 买 了 为 拓扑 空间 , F AMX BY 的 集 值 映 射 . 
(i) F 称 为 在 并 EX 处 上 半 连 续 , 如 果 对 Flr) 的 任 一 给 定 的 邻 域 VC Y, 存 
fe r ARIK U, 使 得 F(U) C V. 
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(i) F RAB ce X REFER, 如 果 对 任 给 的 与 F(x) 相交 的 开 集 上 CY, 
存在 x 的 邻 域 U, AGH ec EU 时 , MA F(r)nV AS. 等 价 地 , 对 任 一 收敛 于 工 
的 序列 ZK 和 任意 y E F(x), 均 存 在 序列 yy € F(xy) KAF y. 

(iii) PRE Bre X 处 既 上 半 连 续 又 下 半 连 续 , WHF Ax LER. 

(iv) PRE A X BY 的 单 值 映射 , 则 请 的 上 半 连 续 性 和 下 半 连 续 性 变 为 
F 的 连续 性 . 

下 面 介 绍 六 次 微分 的 概念 . 

EM 1.987 Z n:HxH—H,oq:H — Rv {+o}. 

(i) 39 X 

(w,n(y,z))< v(y) -w(x), Vy EH 


we H A vy 在 XEdomw f] n-A% E. 
(ii) 集合 


{we H : w,n(y,x)) < oy) — (z), Vy € H}, 2 €domy 
p(z) = a 


x d domg 


HA v 4E rc€domg 的 -次 微分 . 
下 面 是 集 值 映 射 人 六 单调 性 的 定义 . 
定义 1.10 iu:HxH-H.S€14A Q: H o2" HA 
(i) n-3 38 63, 如 果 


(u—v,n(z,y) 20, Va,ye€H,ueQ(z),v € Oy) 


(ii) p- 3L 3638 89, 如 果 @ 是 -单调 的 , 且 没 有 任何 其 他 信 -单调 映射 的 图 严格 
包含 Q4 B, 其 中 @ 的 图 Graph(Q) := ((z,y)' eE Hx H : y € Q(a)}. 

接 下 来 我 们 给 出 六 次 微分 的 两 个 性 质 . 

引 理 1.687 hyn: HxH oH 满足 


n(r,y)4m5(y,23)20, Va,yeH 


E p: H > RU{+oo} 是 真 泛 函 , 则 集 值 映 射 Op :万 一 224 X n- X388. 

引 理 1.757 By: HxH oH £2®KSAYH,Q:H 2" £7 SMH, 且 
满足 R(T 十 pOny) =H, 其 中 RO 表示 值 域 , p > 0 是 常数 , I 为 恒 等 映 射 . MN QA 
n-XL X 33883, 而 且 (I+ pQ) ^! 是 单 值 的 . 

由 引 理 1.6 和 引 理 1.7 可 以 得 到 下 面 的 结论 . 


1.1 非 线性 分 析 Te 


引 理 1.8 ik 9g: Hx HO H fe o: Ho RU (00) 满足 

(i) n(z,y) + n(y, z) 20, Vr,y € H; 

(i) n: H x HO H AFP X& 3885; 

(ii) RU + pnp) = H. RP, RO 表示 值 域 , p > 0 是 常数 , 了 为 恒 等 映 射 . 
则 映射 

J£(r):— (I 904p) (x), Vr€H 

是 单 值 的 . 

下 面 的 引 理 表 明 , 在 适当 的 假定 下 , SET. J? 是 Lipschtiz 连续 的 . 

引 理 1.9 thy: HX H— H 是 0o- 强 单调 和 6-Lipschitz 连续 的 且 满 足 


n(r,y)-c-7(yr)-0, Vr,y € H 


则 
IJ (£) — J$ W) < Tiz- yll Vae.yeH 


Le. r=d/o,0>0,6>0 € f X. 
注解 1.5 ”由 注解 1.1 4,72l. 
定义 1.11 集合 
p(x) = {E € H : ply) - v(x) >- (Ey = x), Vy e H} 
称 为 v Æ r € domo 的 次 微分 . 
容易 证 明 , Bep(.) 是 极 大 单调 映射 , 且 (I + p6p)- :五 一 万 是 单 值 映 射 , 其 中 


p ^ 0 是 常数 , I 是 恒 等 映 射 . 
引 理 1.107) 4&€zcHreHibEEA2ATXA 


(r—z,y—-z)-tpe(y)—-pe(x) 20, Vye H 


33 ELASC 38 


zz) 
# +, J, := (I + pOq) ! 为 近似 点 映射 , m B. JS 是 非 扩 张 的 , 即 
lJet — Jeyl < |z -yll VryeH 
引 理 1.1109]. i& {n}. 是 非 负 实 序列 , 满足 


On+1 < (1 — An)on T On; n 20 
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FP àn E [0,1], on X X5], 且 满 足 
(i) y^ An = 00; 
n=1 


oc 
(ii) limsup on/An <0 或 > lon] < oc. 
也 一 DO 


n=l 
则 lim 6, = 0. 
现在 我 们 回顾 几 种 收敛 的 概念 . 
定义 1.12 设 义 为 赋 范 线性 空间 , X* 为 其 对 偶 空 间 , | :|x AX X. 
itn) CA, SEA, Ny) ALE x. 
(i) 称 Tn 52 NX Ak Fl x (424 Tn —7 €), 如 果 


Jim llzn — z|x — 0 
(ii) 称 zn BIRKS Z( 记 作 zn 一 7), 如果 
f(z.) fia Vfex-* 
(iii) 称 ln 88 * MARS) (324E ln 一 * D. 如果 
ln(z) > I(x), Vane X 


赋 范 线性 空间 X WAP SSAA Sh. MOS X 的 弱 拓扑 , 记 为 Xu, 而 X* WA 
C385 * 收敛 所 得 拓扑 , 称 为 X* 的 弱 * 拓扑 , 记 为 X7. 

下 面 介绍 紧 集 的 概念 . 

定义 1.13 RX AREAN, MCX. 

(i) 称 集 合 M 是 紧 的 , 如 果 M 中 每 个 序列 都 包含 一 个 收 化 的 子 序列 , 其 极限 
在 M v: 

(ii) 称 集 合 M 是 相对 紧 的 , do XM AEH 其 中 M 表示 M 的 闭 包 : 

(ii) 称 集 合 M 是 弱 紧 的 , 如 果 JM 中 每 个 序列 都 包含 一 个 弱 收 化 的 子 序 列 , 其 
极限 在 M 中 . 

下 面 的 三 个 结果 是 本 质 的 . 

命题 1.12 ik (X,||- Ix) # Yl lly) 均 为 赋 范 线性 空间 , FX —5Y 是 线 
AA, 则 F 连续 当 且 仅 当 F RE PPR AX, 到 Xu 是 连续 的 . 

定理 1.13 (Kakutani 定理 ) ^ Banach i] X 是 自 反 的 当 且 仅 当 闭 单 位 球 {re 
X ||zlx <1} 是 弱 紧 的 . 


1.1 非 线 性 分 析 TE 


定理 1.14 (Banach-Alaoglu 定理 ) ” 赋 范 线性 空间 X 的 对 偶 空间 X* PHA 
单位 球 是 紧 的 (E85 * 拓扑 中 ). 

在 迭代 法 的 收敛 性 证 明 中 , 我 们 需要 下 面 的 两 个 引 理 . 

引 理 1.15.9 43 F:H CB(H), zo € H, € Flzo) 是 紧 的 且 对 任何 E> 0, 
存在 ro 的 邻 域 N(ro), 使 得 对 任何 x € N(ro) 有 D(F(x),F(xo)) € e, WF AS 
to 上 半 连 续 . HP D & H 上 的 了 ausdor 任 度量 . 

引 理 1.627] i ECR",FCR'G:ES2F. EG 是 紧 值 的 , 则 G 上 半 
连续 当 且 仅 当 对 任何 Zn 一 7 了 及 yn EG(zn), 序列 {yn} 都 存在 收 化 子 序列 ,其 极限 
“Let Gz) F. 

下 面 几 个 引 理 是 第 3 章 中 算法 收敛 性 分 析 的 主要 工具 . 

引 理 1.1777]. 34 H XX Hilbert 空间 ,KK ZH HAEFASTR, T, : K > 
K(i —1,2,---) 是 非 扩 张 映射 且 n F(1i) € 9. iX S — SAD 其 中 Sk = 1, 

i=] i=1 
ki C (0,1), 那么 S 是 有 定义 的 和 非 扩 张 的 , 且 F(S) = D F(T). 

引 理 1.18. 52. 4 K X H HASA STR, (x) ZH 中 的 一 个 序列 且 cE 
H. & u = P(x), wRw (ai) C K R. ||z;i—z|| &|x—ul,21,2,---, PA m; wu. 

引 理 1.19 |? Hilbert 空间 H 满足 Opial RH, ge r 的 序 
列 (x4), 有 


liminf||r, — x|| < liminf ||z, —y||, Vye H,r fy 
TL— o9 人 一 DC 


引 理 1.20 137! 设 {zn} 和 {yn} A Banach 空间 X 中 的 有 界 序列 , 序列 
{Bn} MA B, € O, Uin = 0,1,2,---) fe 0 « lim inf Ba $ lim sup n < 1， 假设 
tnt = (1 — Bn)yn + Batn(n > 0) 和 limsup(llynyi — Yall — liti — zl) < 0, M 
lim |y, — z,|| = 0. uin 
BRET: 1.21043) 3€ K X X Hilbert Si] H &33EZ ASHER. 设 (xi) CH. Rm 
设 对 所 有 的 TEK, 有 


|lz;;i1-—aml|s&€laz;—-acl|, vieN 


则 {Pk(zi)} BIRKS ER 2zEKR. 
引 理 1.22097  i& X 2 € Banach 空间 , 则 对 zyEX 有 


lat yl? < zl? +2y,j(@+y)), V3(xo y) € J(z-y) 


其 中 , I(r) = (f € z*|(f,z) = |lal|? = fl?) € X) 为 正规 对 偶 映 射 
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下 面 两 个 结果 是 熟知 的 , 为 完整 起 见 , 我 们 给 出 了 证 明 过 程 . 


引 理 1.23 iR T: KOH A a- 余 强 制 的 且 0< 和 A<2a, 则 了 一 和 AT 是 非 扩 张 的 


WEAR 对 Yu,veK, 有 
IG —AT)u- (I — XT)v||? 
= |(u— v) —A(Tu — Tv)|? 
= |u = v? — 2A(u = v, Tu = Tv) + A^ |Tu = Tul]? 
< llu — v||? + A(A — 2o)||T'u — Tv||? < ||u — vl? 
引 理 1.24 对 任意 ZE 日 和 >0, 有 
min{1, uj |Im(z)]| < lr; (x)]| < maxt1, plri(z)l 
XP, r(x) = 2 — P(e — wT (a)). 
WEBB ”假设 us 20. 我 们 首先 证 明 


ra GIL < ru, (Ell < Mrs (x) 


= na 则 我 们 只 需 证 明 
pe 


7 
P essi 


H2 
由 于 zz 一 r(x) = Pxk(z 一 ji1T(x)), 故 从 引 理 1.3(i) 可 得 
(y — (£ — Tu (m) z — pT (x) — (£ — Tu (2))) <0, vyerk 
由 于 r-r,(x)e K, 故 根据 式 (1.6) 有 
(x — Tua (z)) — (x — ry, (z)), 2 — wi T(x) — (2—7,,(2)) < 0 
即 
(rus (2) — ru; (x). ra; (x) 7 ja T(z)) < 0 
类 似 地 , 有 
(rua (z) — Th (), Ta (£) — WaT (x)) < 0 
分 别 用 po 和 ua RAR (1.7) MA (1.8) 的 两 边 并 相 加 可 得 


(Ty, (2) — fus (T) Mafu UE) — HiT py (2)) < O 


(1.2) 


(1.3) 


(1.4) 


11 JERES v a1: 


从 而 
|^ < 


Ha ry (EN + pallTp (x) 


运用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 根据 式 (1.9) 有 


(41 + po) (ry, (x); ru; (Z)) (1.9) 


Hall ua Gr) ll + pollta (E)? < (Ha + po) rp rH llus | (1.10) 


用 iru, Cr) |? 除 以 式 (1.10) 的 两 边 可 得 
pi + pac” € (pi 十 Na)c 


因此 式 (1.5) 成 立 . 从 式 (1.4) 易 见 式 (1.3) 成 立 . 

引 理 1.25 79 AKAR PHAT, h 是 民 * Et X4, K := (xc 
K : h(x) € 0]. WRK # 2, h A K LF Lipschitz 444, Lipschitz 常数 为 
0(Vr,y € K,|h(x) — h(y)| < 0| — yll), 则 


dist(r,K) > 0 !'max(h(r) 0), Va eK (1.11) 


其 中 , dist(z, K) Æ x 2) K 的 距离 . 

下 面 三 个 引 理 在 集 值 变 分 不 等 式 投影 算法 收敛 性 分 析 中 起 着 决定 性 的 作用 . 

引 理 1.26 !0 34 X fe Y X Hausdorff 拓扑 空间 , de € F: X OY 是 从 紧 空 
X 5| Y 的 具有 紧 值 的 严格 上 半 连 续 映射 , 那么 F(X) 是 紧 的 . 

引 理 1.279 i& X Fe Y 是 Hausdorf 拓扑 空间 , RE: XY 是 具有 闭 
值 的 上 半 连 续集 值 映 射 , 那么 F 是 闭 的 ( 即 下 的 图 是 闭 的 ). 

设 X 和 Y 两 个 集合 , G :了 一 X 是 集 值 映射 , W 是 XxY 上 的 实 值 函数 . 定义 


V:Y OR, V(y):= sup Wí(z,y) 
r€G(y) 


和 
N:Y — X, N(y):- {x e G(y) : V(y) 2W(z,y)) 


则 下 面 的 结论 成 立 : 

引 理 1.28 °° — i& X 4o Y 是 Hausdorf 拓扑 空间 , de € W 是 上 连续 映射 , G 
是 具有 紧 值 的 连续 映射 , 那么 V 是 连续 的 , N 是 上 半 连 续 的 . 

下 面 两 个 引 理 可 以 用 来 证 明 集 值 变 分 不 等 式 解 的 存在 性 (参见 第 4 章 ). 

引 理 1.29 °° (Michael 选择 定理 ) i X,Y A Banach 空间 ,下 :MCX 一 
2 Vg 是 具有 闭 凸 值 的 下 半 连 续 映 射 , 那么 F 容许 一 个 连续 选择 . 
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5| 1.307! i M XR" 的 紧 凸 子 集 , 焉 :MCRn SR" 是 连续 映射 , 那 
么 存在 zx EC M 使 得 
(F(r,y—-2z)20, vyeM 


下 和 面 的 引 理 在 误差 界 的 分 析 中 起 着 关键 的 作用 . 
引 理 1.31 0?! 设 B> 0 为 实数 ， {an} 是 非 负 实数 序列 并 满足 anyi < 


ag 
oe — fot. Na xU, Ba. € ———. 
n | n = | n T s Bnao 


我 们 用 NCCS(R") 表示 R^ 的 非 空 闭 凸 子 集 族 . 设 {Ki} 为 NCCS(R") 中 的 
集合 序列 . 

EX 1.149 it K Fo {Kj} 均 为 NCCS(R") 中 的 集合 , 称 序列 {Ki} 上 图 收 
化 到 KOA KBK), 如 果 下 面 两 个 条 件 同时 成 立 : 

(i) 对 每 个 ZE 天 ,存在 序列 (m) 使 得 对 所 有 的 120, zi € Ki, E. lim zi = 2; 

(ii) 如 果 对 所 有 的 7 2 0, Ti; € Ki,, 且 lim Li, ZT, Nore kK. 

> 3—00 

引 理 1.32 [130] i K Fo {Ki} 分 别 为 NOCCS(R") 中 的 集合 和 集合 序列 . 如 果 
K; > K fo lim zi = z, 则 
lim Px.(zi) = Px(z) 


定义 1.15 BAA: KOR" 均 为 单 值 映射 
(i) FAK K EX h-f 338 63, 如 果 对 任意 的 z, VE 天 ,有 


(Aly), h(z) — h(y)) 2 0 = (A(z), h(x) — h(y)) 2 0 
(i) h XT X^45 TEK X ar- 强 单调 的 , 如 果 对 任意 的 ZE 天 ,有 


(h(z) = h(z),z —Z) > alle =z] 


(iii) 称 h 1: R^ —^ 27 在 瓜 上 是 局 部 有 界 的 , 如 果 它 映 K PHARKA R" 
中 的 有 界 集 . 

现在 我 们 给 出 在 Clarke 意义 下 局 部 Lipschitz 泛 函 的 广义 方向 导数 和 广义 梯 
度 的 定义 . 

定义 1.167 i f:X —^R ŽAR Lipschitz 连续 泛 函 . f 在 点 TEX BF 
向 VEX 的 广义 方向 导数 (IZA f"(z;v)) 定义 为 


MV) = \ 
f (2;v) = limsup fly + Av) — Fy) 
y—az,A|0 入 


1.1 3F£ETEZHET : 19 


f 在 点 工 的 广义 梯度 或 次 微分 ( 记 为 Of(x)) 定义 如 下 : 
8f(z) = {C EX* | f*(x;v) 2 (Cv) x-xx Vv e X) 


称 局 部 Lipschitz 2H f 在 点 EX 是 正则 的 (在 Clarke 意义 下 ), 如 果 对 所 有 的 
v€ X, 方向 导数 f'(a) 存在 且 f"(z;v) = f'(a;v). 

下 面 是 Clarke 次 微分 的 一 些 性 质 , 

命题 1.3307 i [:X R XE 38 Lipschitz 连续 泛 函 , N 

(i) 对 任意 的 x € X, Of(r) RASH, 凸 的 和 弱 * 紧 的 ; 

(ii) RERA m — afl) 是 上 半 连 续 的 (AMX 到 XZ). 

接 下 来 我 们 回顾 单 值 算 子 伪 单 调 的 定义 

定义 1.1799 RPMS FE: X o X* 是 伪 单 调 的 , 如 果 

(i) F AR (Pp PAX PHRRRRA X* 中 的 有 界 集 ); 

(ii) Æ X P un — u fe limsup(Fun, Un —u)x-«x <0 BFS 


TL — OQ 


(Fu,u—v)x:x«x €liminf(Fu,,u, —v)x-x«x, Vve€xX 
74-7 OC 


可 以 证 明 (如 参见 文献 [100]), HF PX 一 X* 是 伪 单 调 的 当 且 仅 当 FAR, 
H. un — u Al limsup(Fun,Un — u)x«xx <0 纺 含 Fu, — Fu 和 lim (Fus, un = 
u)x*xx =0. o | 

定义 1.18097] 34 X £8 AR Banach 空间 . 4k4E4h K--F:X 52" 是 伪 单 
WAY), 如 果 下 面 的 条 件 成 立 : 

(i) F 具有 非 空 有 界 闭 凸 值 ; 

(ii) F AX 的 每 个 有 限 维 子 空间 到 X7, 是 上 半 连 续 的 ; | 

(ii) 对 任何 满足 Un, u E X, un — u, už € Fu, fe limsup(u*,un —u)x-«x <0 


DO 


的 序列 {un} C X 和 (uz) C X* 有 , 对 每 个 ue X, 存在 Wlu) € Fu 使 得 
人 (v), u — v)x-xx < lim inf (up (v), u — vix- xx 


下 面 的 命题 党 被 用 来 验证 算 子 的 伪 单 调 性 . 

命题 1.349] 4 X AZAA Banach 空间 , 并 假设 映射 F:X —2Y 满足 
VA RF: 

(i) FEA ve X, Fw) 是 X* 的 非 空 闭 西 子 集 ; 

(ii) FAJ: 
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(iii) w RÆ X P vz >v, v E F(v,), Æ X* P v; —5 v', H limsup(v;, v, 一 
Ux-xx <0, AA v* € F(v), RE. (vj, v) x-xx > Q*,vU)x-xx. 
MAFF 是 伪 单 调 的 . 
命题 1.3519) 34 X X X8 Banach 空间 . 
ü)deX F:X2* 是 极 大 单调 算 子 且 满 足 D(F) = X, 则 FF 是 伪 单 调 的 ; 
(ii) sa Fi, R: X — a 均 为 伪 单 调 算 子 , 则 P+ FS 也 是 伪 单 调 算 子 . 
定义 1.190107] RHF F:X 5 277 是 强制 的 , de XX DF) AR, 或 者 DIF) 
KF EL HA | 
inf((u*,u)x*xx | u* € Fu} 
maed esie E i Me ME 
lull x —oe,u€ D(F) ull x 
定理 1.36553 4 X X 8 & Banach 空间 , RHF: X 2 是 伪 单 调和 强 
制 的 , 则 F 是 满 射 , 即 R(F)— X*. 
4 I= (0, T), 用 BV(I; X) 表示 工 上 的 有 界 全 变 函 数 空间 , 其 具体 定义 如 下 : 
设 T 表示 区 间 I 的 有 限 划 分 ， j= ag < ay < < ln = X. Jfid F 为 所 有 这 样 划 分 
全 体 组 成 的 集合 . 因此 , 可 以 定义 函数 r: TX BARA 


lzllaverxy = sup 》 lz(ai) — z(ai—1)llx 
nEF 


i=] 


一 般 地 , 对 1 < g < oo, 可 以 类 似 定义 


[ohare = sup $ llz(as) — z(ai—1)1l& 
d 1-1 
则 空间 BV4(I; X) 由 所 有 满足 ||zllpvaij.x) < oo 的 函数 z: I> X 组 成 
对 Banach 空间 X.Z, X cZ, 定义 


M?^(I; X, Z) = L?(I: X) GBV*(I; Z) 


则 M?*(I; X,Z) 是 Banach 空间 (其 中 1 € p,g < oo), 其 范 数 为 
| :gncr;x) + Il lpvecr;z) 


eve 1.3783] Al<p.q<ow. 34 Xi C Xo C Xa 35 79 € Banach 空间 , X1 是 
自 反 的 , KA XI C Xo 是 紧 的 , RAX C Xa 是 连续 的 . WRG 是 MUI; Xi, X3) 
的 有 界 子 集 , MG LPT; X2) 中 的 相对 紧 集 . 

我 们 需要 如 下 Aubin-Cellina 收敛 定理 . 

定理 1.38 四 34 X,Y A Banach 空间 .多 值 映 射 已 :和 一 27 满足 以 下 两 
个 条 件 : 
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(i) 对 每 个 ZEX, F(x) 是 Y HISAR OTR: 

(ii) F XJ X BY, 上 半 连 续 的 . 

设 rn: (0,T) 一 X, yn: (0,T) 一 Y, n € N, HATM BR 且 满足 在 (0, TP) 
上 , r4 JURA Ab A] BHR x: (0, T) 一 X, 在 L!(0,T:Y) P, yn 3144 8) i 4 

y: (0, T) 二 了 .如 果 对 所 有 的 n € N PLFA‘ t € (0, TD) A yn(t) € F(zn(t)), 

y(t) € F(z(t)) 对 几乎 处 处 t € (0, T) RÈ. 

下 面 是 离散 的 Gronwall 不 等 式 . 

引 理 1.39 9 4g T0, 令 大 = 了 T/N, 其 中 N 为 正 整 数 . 设 (su). 和 
URBEM 是 两 个 非 负 数列 并 满足 


EIDEM n=l, 2 .--- N 


其 中 , 正常 数 Ai HN 或 天 无 关 , 则 存在 正常 数 Xz( 与 N RK HK) 使 得 


max tn S < ^2. max. sn 
l<n< <n<N 
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微分 流 形 是 一 类 重要 的 拓扑 空间 , 它 除了 具有 通常 的 拓扑 结构 外 , 还 添上 了 微 
分 结构 . 具体 来 说 , 微分 流 形 是 一 个 Hausdorff 空间 . 黎 曼 流 形 是 具有 黎 曼 度量 的 
微分 流 形 , 换 句 话说 , 这 个 流 形 上 配备 有 一 个 对 称 正定 的 二 阶 协 变 张 量 场 , 亦 即 在 
每 一 点 切 空 间 上 配备 一 个 正定 二 次 型 . 给 了 度量 , 我 们 就 可 以 像 初等 几何 学 一 样 ， 
测量 长 度 、 面 积 、 体 积 等 量 . 歼 曼 流 形 作 为 一 个 几何 概念 有 很 多 实际 应 用 . 一 些 物 
理 和 技术 系统 的 问题 都 可 以 表示 为 黎 曼 流 形 问题 . 在 系统 中 引进 控制 量 , 就 变 为 控 
制 系统 问题 . 这 种 控制 系统 问题 可 转换 为 黎 曼 流 形 问题 , 即 微分 几何 控制 问题 . 下 
面 我 们 回顾 黎 曼 几何 中 的 一 些 基本 概念 、 记 号 和 重要 引 理 . 

设 M 是 连通 的 m 维 流 形 , 我 们 总 是 对 M 赋予 黎 曼 度量 使 其 变 为 黎 曼 流 形 ， 
&reM MER r 的 切 空 间 记 为 T.M, 记号 (.). M || le 分 别 表 示 切 空间 T.M 
penn nne 下 标 zx 通常 被 省 略 . 定义 TM = Uy TM 为 M 的 切 

A, 它 自 然 是 一 个 流 形 ， 对 于 连接 r 与 y 的 光 衫 曲线 了 [a,b] 一 M( 即 y(a) = a, 
(b) = y), 定义 曲线 7 的 长 度 为 L(Y) := [7 ln (t), nat. 连接 zx A y 的 所 有 曲线 
的 长 度 的 下 确 界 称 为 黎 曼 距离 d(x,y) 它 可 以 诱导 出 M 的 原始 拓扑 . 

设 V 是 关于 黎 曼 度量 的 Levi-Civita 联络 , y 是 M 上 的 光滑 曲线 . 一 个 向 量 场 
X 称 为 沿 曲线 y 是 平行 的 当 且 仅 当 Vox = 0. 如 果 y 沿 曲线 y 是 平行 的 , 则 称 
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y 是 测 地 线 . AF \Iq’|| = 1, 那么 称 曲线 y 是 正规 的 . 如 果 连 接点 xz 到 y 的 测 地 线 长 
度 等 于 d(x,y), 则 称 之 为 最 短 测 地 线 . 

一 个 黎 曼 流 形 称 为 是 完备 的 , 如 果 对 每 一 个 点 ZE M, 从 点 z 出 发 的 所 有 测 地 
线 对 任意 —oo < t < +00 都 是 可 定义 的 . 由 Hopf-Rinow 定理 可 知 , 如 果 M 是 完备 
的 , 那么 M. 中 的 任何 两 点 都 可 用 最 短 测 地 线 来 连接 . 此 外 , 者 (Md) 是 完备 度量 
空间 , 则 有 界 闭 集 是 紧 集 . 

我 们 用 Po, 来 表示 切 从 TM ER y 关于 V 的 平移 , 其 定义 为 

Pp) (v)=V(y(b)), Va,be R,v EeT,(oM 


(a). 


其 中 , V 是 满足 对 所 有 的 上 有 YY=0 且 YYly(a) = v 的 唯一 的 向 量 场 .那么 
对 任意 的 wbe R, Pr FE Tya M 到 T4íM 的 一 个 等 距 线性 同 构 . 当 7 是 连接 
A c BY y 的 最 短 测 地 线 的 时 候 , 如 果 不 引 起 混 消 , 我 们 将 把 PY. 简 记 为 PP ;. 

Ww M 是 完备 的 , 点 z 的 指数 映射 exp, : T,M 一 M 定义 为 exp,v = y(1,2), 
v € T,M, 其 中 4(.) := 4,(, c) 是 满足 y(0) = x 和 7?(0) = v 的 测 地 线 . 那么 对 任意 
的 上 有 exp,tv = (t, z). 在 任意 点 x € M, exp, 在 T-M 上 是 可 微 的 . 

一 个 完备 的 、 具有 非 正和 截面 曲率 的 单 连 通 黎 曼 流 形 称 为 Hadamard 流 形 . Fil 
我 们 介绍 著名 的 Cartan-Hadamard 定理 , 它 指 明了 指数 映射 在 Hadamard 流 形 上 
的 特殊 性 质 . 

引 理 1.40(Cartan-Hadamard 定理 ) i& M 是 一 个 Hadamard 流 形 , 那么 对 M 
上 的 任意 点 p, 指数 映射 exp, : T,M — M 是 一 个 微分 同 胚 , 对 任意 的 两 点 p,q €M, 
存在 唯一 的 正规 测 地 线 连接 PP 和 q. 

该 定理 的 实质 就 是 一 个 Hadamard 流 形 与 欧 几 里 得 空间 R 微分 同 胚 . 在 后 
文中 , 除 特 别 说 明 外 , 我 们 总 假设 M 是 一 个 m 维 的 Hadamard 流 形 . 

设 M 是 一 Hadamard 流 形 , X (M) 表示 所 有 集 值 问 量 场 A: M 27M 的 集合 ， 
即 对 每 一 个 x eM, 都 有 Alt) C T,M. 集合 D(A) = (ze M: A(x) 4 e) HH A 
的 定义 域 . 

定义 1.20 it AcX(M), 4$ A X 

(i) 单调 的 , 如 果 对 每 个 zy € D(A), AEE uc A(z), v € Aly), 有 


(u, exp; y) < (v, —exp, £) 
(i) APA, 如 果 对 每 个 T,y € D(A), A u € A(z), 有 


(u,exp;!y) 20 (v, exp, Z) < 0, Vv € A(y) 
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Hadamard 流 形 上 的 单调 、 伪 单调 同 量 场 概念 分 别 是 欧 几 里 得 空间 中 单调 、 伪 
单调 算 子 的 推广 . 关于 单调 回 量 场 的 相关 理论 的 最 新 发 展 可 以 参看 文献 [34] [35] 
[107]. [108]. [149]. 容易 看 出 , 单调 集 值 癌 量 场 一 定 是 伪 单 调 的 , 但 反之 不 然 . 

定义 1.21 3 M 为 一 黎 曼 流 形 , f : M 一 (一 00, 十 00] 为 一 正常 函数 . 如 
RAK Ls 及 ô: > 0 使 得 


f(x) — f(y)| <Lzd(z,y), Vz,y € B(z, 62) 


成 立 , WA BH f 在 点 z eM 附近 是 Lipschitz 的 , L HA f Æ z 处 的 Lipschitz 
常数 , L B(z,0.) = (ze M: d(z, z) < 6.}. 如 果 f 在 M PHE S r 附近 都 是 
Lipschitz $9, 则 称 f 在 M 上 是 局 部 Lipschitz 的 . 

定义 1.22 444 RM 为 一 黎 曼 流 形 , KAM 的 开 子 集 , I,y €M, A% 
f:M— (~œ, +00] A K 上 是 局 部 Lipschitz 的 . 称 

(eee) = limsa fov (p(y) -tde(z)(v)) - f ov *(e(y)) 
=v) = lim sup <_< na 
y—z,t[0 [ 
是 了 在 点 TIE 天 处 沿 方 向 wwETM 的 广义 方向 导数 (或 称 为 Clarke 方向 导数 ), 其 
T (p,U) 是 工 处 的 坐标 卡 、 FKL, f?(z:v) = (foe !)?(e(z);de(z)(v)) 考虑 到 
0, € T,M, 我 们 有 
f (sv) = (f o exp,)" (Oz, v) 

定义 1.23! 4] RM 为 一 黎 受 流 形 , K X M 的 开 子 集 , f: M 一 (一 co, +00] 

Æ K 上 是 局 部 Lipschitz 的 . 我 们 称 

O.f(y) = 16 ET MI (yi v) 2 (6, v), Vv € TyM} 
为 f 在 点 Yy E K 处 的 广义 次 微分 或 Clarke 次 微分 (HP T,M* 为 TM HH 
空间 ). 

引 理 1.41 "9 (Lebourg 中 值 定 理 ) HM A-ARARZAHB. ry € ML 
y:[0.1] — M 为 一 连接 r fe y 的 光滑 曲线 . 设 f 在 [0,1] 上 是 局 部 Lipschitz 的 ， 
则 存在 0<t 如 <1 及 5EoOjny(to)) 使 得 

f(y) — f(z) = (E ¥ (to)) 

引 理 1.429 — i M A-KBARH, 函数 / : M 一 尺 在 点 ZEM 附近 是 
Lipschitz $7, 其 Lipschitz 常数 为 Ly, 那么 

(i) O.f(x) HARSH * 紧 凸 子 集 , BE E cafe), b ||. < Ly. 

(ii) 3& (mi) Fe {Ei} 分 别 是 M ATM 中 的 两 序列 , 且 对 每 个 1, 有 &i € Ocf (vi). 
E (7i) MAF x, {Pro i} RAF E WA & € O.f(z). 
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定义 1.2404) 设 M 为 一 歼 曼 流 形 , K CM, 若 对 任意 的 cy € K, 连接 a 
fe y 的 测 地 线 属 于 K; BPH 7: [0,1] 一 M BAX (0) = 2, y(1) = y, 则 对 任意 
t € [0,1] A 4(t) € K, MAK 293 cS Jk. 如 果 M A Hadamard AB, K 为 测 地 
D]3S$4 x exp, (texp, æ) ak. 

引 理 1.4353 i£ M 为 一 Hadamard AH, K X M 一 非 空 测 地 凸 子 集 ， 集 值 
映射 G : K 一 2 满足 对 任意 的 rc K, G(r) AAR. wR 

(i) 存在 zo € K 使 得 G(z0) X; 

(ii) 对 任意 m1, ,Xm € K, conv(1,::: ,Tm) € U Gai). 

MA Oren G(x) £ 2. 

黎 曼 流 形 上 的 测 地 三 角形 Alp, pz ps) 是 指 由 三 点 pi, pa 和 ps 以 及 连接 这 些 
点 的 最 短 测 地 线 组 成 . 

命题 1.44028 (三 角形 的 比较 定理 ) Bh Alp prp) 是 一 测 地 三 角形 .对 每 
A i = 1,2,3(mod3), 记 和 i : 0, h] 一 M 为 连接 Pi 和 Di+l 的 测 地 线 , 0; := L(y), 
Qi = Z(7;(0), —%-1(4i-1))- M 

(i) o1 + a2 +03 <5; 

(ii) i? + 12, , — 2liligscosaiyi S i2 4; 

(iii) [;41c08s0/42 十 hitossa; > lis- 


根据 距离 概念 和 指数 映射 的 定义 , 由 于 

(expy,, Yi EXPpy Yi+2) = d(yi Yi+1)d(Yi+1, Yi+2)COSAi41 

命题 1.44 的 结论 (ii) 可 以 改写 成 
d? (yi, yii) + d (yix Yi+2) 一 2(exp Yi, expy, ,Yit2) < d'(yi-1. Yi) 

W KK 为 M 的 一 非 空 闭 上 是 子 集 , Pk 表示 在 K 上 的 投影 , BU 

Px(v) = {u € K :d(v,u) < dv,w), vw € K}, veM 
命题 1.4507 BRK AMEA k, 那么 
(i) Pk 是 单 值 的 ; 
(ii) 对 任意 veE M, u = Pk(v) 当 且 仅 当 

(exp, v, exp, w) <0, weK (1.12) 

(ii) PK 是 非 扩 张 映射 , 即 对 任意 u,vEM 有 


d(Pk(u),Pgk(v)) € d(u,v) (1.13) 


1.8 Sobolev 空间 . 19. 


引 理 1.46!) Gk zo € M, {tn} C M Ba, — zo. 那么 有 下 面 的 结论 : 
(i) SHE X6 y € M, 有 


-— f. ae -1, 
exp, y 一 exp,,y P EXP, Ln — exp, ro 


(ii) 如 果 vn € T,, M E v, — vo, AA vo € T,,M; 

(ii) 给 定 两 序列 {un}, {Un} : un Un € Tz, M 和 点 ug, vo € TrM, 如 果 un > uo, 
Un — vo, 那么 (Un, Un) — (uo; vo); 

(iv) 对 任意 的 uc TrM, RH G: M TM, G(r) = P, 4,u 在 M 上 是 连续 的 . 

引 理 1.4707] RM 是 具有 常 值 曲率 的 流 形 . 给 定 P'EM,seTIM, 则 集合 


Lys = {p € M: (exp), p, s) < 0) 
Ane. 
引 理 1.48140] i& K 2 Hadamard HEM 的 一 非 空 闭 凸 子 集 . 那么 
d?(Px(x), 2") < d*(z,2*) — d(x, Prlz), YreMr ek 


下 面 的 定义 给 出 了 Hadamard 流 形 上 映射 的 上 (F) 半 连 续 的 概念 ， 它们 是 
Banach 空间 中 相应 概念 的 自然 推广 . 特别 地 , 定义 1.25(i) 和 (ii) 在 文献 [90] [93] 
中 介绍 和 研究 过 . 

定义 1.25 i F € X(M), zo € D(F). 

(i) 如 果 对 任意 的 开 集 V. BAR F(zo) C V C T4,M, 存在 xo 8 FARR U (ro) 
使 得 对 任意 c EU(z0) A Peo oF (x) CV, PAAR F Æ ro 处 是 上 半 连 续 的 ; 

(ii) 若 对 任意 序列 {rk} CD(F) 及 {uk} CTM E uy € F(z), jim Tk = To 及 
Jim. uy = uo BOA uo € F(xo), WAR F A x9 处 是 上 半 Kuratowski 连续 的 : 

(ii) 对 给 定 序列 {r} C D(F) BAF r, 对 任意 的 y € F(z), 存在 序列 
{yk} € TM, yk € F(zk) BEKAF y, WARP Æ ro 处 是 下 半 连 续 的 ; | 

(iv) MRE EÈ S re DIF) 处 是 上 半 连 续 (或 上 半 Kuratowski 连续 , 下 半 
连续 ) 的 , 则 称 正 在 天 上 是 上 半 连 续 (或 上 半 Kuratowski 连续 , 下 半 连 续 ) 的 . 

注解 1.6 ”由 定义 1.25 可 知 , 上 半 连 续 性 蕴含 上 半 Kuratowski 连续 . HK 是 
RRA PF ARAN, 则 反之 亦 成 立 . 


1.3 Sobolev 空间 


在 介绍 Sobolev 空间 之 前 , 先 介绍 弱 导 数 (或 广义 导数 ) 的 概念 . 为 此 , 先 引 入 
几 个 记号 . 
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设 OcRÉu:0QomR.uBp xiu 
suppu = ir € f2|u(r) zx 0] 
者 紧 集 suppu C 2, 其 中 suppu 表示 suppu 的 闭 包 , MER u 在 (0 PARIR, 也 记 
作 suppu CC R. 
定义 1.20 ik 0 C R^, Cg (0) 表示 在 Q 中 具有 紧 支 集 的 无 穷 次 可 微 函 数 
(C 3k) 的 集合 : 
Co (12) 2 (u € C"*(02) : suppu cc N} 


BRli<p<oo. 下 面 给 出 局 部 六 可 积 图 数 的 定义 . 
定义 1.27 ” 称 可 测 函 数 凡 :有 一 了 腿 是 局 部 太 可 积 的 , 如 果 对 任意 的 MCN 
A ue L?((), 74 we LP (Q). 


loc 


设 OQ 是 Rid € N) 的 一 个 开 子 集 . $ m = (mimos, ,maj(m: 2 0,i = 


d s; 
1,2,--.,d), |m| = 》 m, 和 D" = D™ Dy? --- DIM, 其 中 D; = 0/0; 


i=1 
下 面 介 绍 弱 导数 (或 广义 导数 ) 的 概念 . 
定义 1.28 dE uc Ll.(Q). Ağ weL (2) KA u 8 m 阶 弱 导数 , 如 果 


/ uD™ pdx = (—1)!™"! | wpdz, VoeCg() 
Q JQ 


AE w = D", 

& C*(Q) 为 人 上 阶 连续 可 微 函 数 全 体 组 成 的 集合 . 如 果 u e Cl (2), 则 
弱 导 数 与 经 典 导数 相同 . 

Wizpt&oo,kecN. 定义 Sobolev 空间 W*?(0) WF: 


W*?(Q) = {u € L?(Q)|D™u e L(A), V|m| € k} 
WF k-0, > WRA = P. 
空间 W^(Q) 赋予 如 下 范 数 : 
1/p 
m ,,||P < 
lulli eio = (Zins |p ulli») L dide (1.14) 
max|m|«x | D" ul] Ler), p = oo 


则 Sobolev 空间 W*P((2) (W&-F 352€ 1.14) 是 Banach 空间 . 4$ p = 2, id W*?(0) = 
H*(£2). 


PTAA RRA es. 为 此 , 先 回顾 紧 算 子 的 定义 ， 
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定义 1.29 4 X,Y 均 为 Banach Zi], F: X — Y 是 连续 算 子 ， 称 算 子 
F:X—Y 是 紧 的 , do. X 中 任意 有 界 序 列 {zn} OR {f(zn)} HASY 中 一 个 
强 收 敛 的 子 序 列 . 

定义 1.30 ik XY HAREAZ. # X RA (连续 地 ) 到 了 ( 记 作 
X — Y), 如 果 下 面 两 个 条 件 成 立 : 

D cy, 

(ii) RAF i: X> Y( UA ilz) = 2, Vr € X) 是 连续 的 . 或 等 价 地 ， 存在 
HT > 0 使 得 


lzlly < cllzllx, vzeX 


a X ERAS Y (GRE X € Y), WRRARF i 是 紧 的 . 
可 以 证 明 , X e Y 当 且 仅 当 对 任意 序列 {ra} CX H zx 一 zw WA zr, rr. 
给 定 T 0. 下 面 介 绍 Bochner-Lebesgue 空间 L^(0, T; X)(p € [leo]) 的 定义 . 
关于 更 一 般 Bochner-Lebesgue 空间 的 定义 可 参见 文献 [102], 此 处 不 再 一 一 话 述 . 
泛 函 u:(0,T) > X 被 称 为 可 测 的 当 且 仅 当 存 在 简单 泛 函 ( 即 逐 段 常 值 泛 函 ) 
序列 ux : (0,T) o X 使 得 


jim wk(t) = u(t), ae. t € (0, T) 
4 p € [1,oc). 空间 L^(0, T; X) AWE FRET WU u: (0,7) — X 
的 全 体 组 成 的 集合 : 
/ I|u(t)|| dt < oc 


其 范 数 定义 为 


T 1/p 
lull roto: x) = (/ m) (1.15) 
0 


空间 L^*(0,T; X) AWE FIA PTA n ZEE u:(0,T)— X 的 全 体 组 成 的 
集合 : 


lull Læto,T; x) = u(t) || x (1.16) 


inf sup 
m(M)=0,MC(0,T)te (0,T)\M 


有 限 . 
下 面 介绍 空间 L^(0, T; X) 的 一 些 性 质 . 
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定理 1.497 — jk X A Hilbert 空间 , 其 标量 积 为 (,) x. 则 L?(0, T; X) 按 如 
下 定义 的 标量 积 也 为 Hilbert 空间 : 


T 
(u, V) r2 (0,T; X) = f (u(t), v(t)) x dt 


定理 1.5077. XABAT Banach 空间 ， 则 
(i) # p € (1,06), 则 空间 L^(0,T; X) 也 是 自 反 可 分 空间 ,， 且 其 对 偶 空间 为 


[L^(0, T; X)]* = L*(0, T; X*) 


其 中 , 1/p4- 1/q = 1. 
(i) 25 p — 1, MEA L'(0,T; X) 是 可 分 的 , 且 其 对 偶 空间 为 


[£* (0,7 X TI^ = 0, T. X) 


下 面 我 们 介绍 Bochner-Lebesgue 空间 中 弱 导 数 (或 广义 导数 ) 的 概念 

用 C>(0,T) 表示 在 (0, T) 中 具有 紧 支 集 的 无 穷 次 可 微 泛 函 的 集合 . 

定义 1.31 设 XY 均 为 Banach 空间 , u € L?(0,T; X),p € [1, oo]. TAR BK 
v € LH(0,T;Y) RA u 的 i 阶 弱 导 数 , WR 


Jj - q" 
J u(t)p® (t)dt = (—1y J v(t)e(t)dt, Vy € CS (0,T) (1.17) 
0 0 


其 中 , 00 Ay Hi MER, A uM =v. A (1.17) 中 的 积分 是 在 Bochner 意义 
下 的 . 

下 面 的 命题 表明 弱 梯 度 与 弱 极 限 是 相 容 的 . 

命题 1.51!) k pqe[lLoo) feic N, RPNAAKRHK ik X — Y, 
则 从 ur = Üp aé. t e (0, T)(Vk = 1,2,---), Æ L?(0,T; X) P, up 一 u, 以 及 在 
L*(0,T;Y) P, vp 一 以 可 推出 


u%—y, ae.te(0,T) 


为 后 面 证 明之 需 , 我 们 给 出 Bochner-Lebesgue 空间 中 的 Lebesgue 控制 收敛 
定理 . 

定理 1.5200? 34 X A Banach 空间 ,T>0,1< p< oœ. de un: (0.T)—>X 
是 可 测 泛 函 序 列 且 满 足 : 

(i) 对 a.e. t € (0,T) 有 


jim (bE) = ul) 
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(ii) 存在 g € L'(0,T) 使 得 
lux(t)|| < g(t), ae. t e (0,T) 


则 u € L?(0,T; X) E uy, 5 u F L?(0,T; X). 

设 工 > 0,1<p<o, 下 面 介绍 空间 W'(0,T: V, H) 的 概念 . 为 此 , 先 引 入 进 
化 三 元 组 空间 (V, H, V*) 的 概念 . 

定义 1.3272 10] 称 空 间 三 元 组 (V. H,V*) 为 进化 三 元 组 空间 , 如 果 下 面 三 
个 条 件 同 时 成 立 : 

(i) V 是 可 分 自 反 的 Banach 空间 ; 

(ii) 五 是 可 分 的 Hilbert 空间 ; 

Gii) V — H, EV AH PAs. 

定义 空间 WP(0, T; V, H) 如下: 


W'*»(0,T;V,H) = {u € L"(0,T; VI € L*(0,T; V*)),  1/p+1/q=1 
上 jwazrtozriy = lullzztosrivy + lw recor) (1.18) 
用 Cc(0, T; H) 表示 所 有 连续 泛 函 v : [0, T] 一 H 全 体 组 成 的 空间 , 其 范 数 定义 为 
|vllco.m;H) = max v(t) || n 

WA FRA KA. 

命题 1.53/72) Wr(0,T;V, H) C(0,T; H). 

下 面 介 绍 两 个 不 等 式 (参见 文献 [5]). 

Gronwall 不 等 式 ” 假定 jyecCla b], h € L'(a,b), h(t) 2 0, a.e.t € (0, T), A 


t 


f(t) < g(t) + / h(s)f(s)ds, telad] 


ya 


则 
t t 
f(t) < g(t) + | g(s)h(s)exp (/ plr)ar) ds, Vt € [a,b] (1.19) 
Young 不 等 式 
ô aq? 01-4 q | 1 
diia V abmdhden leid 4-251 (1.20) 
p q p q 
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本 章 首先 应 用 辅助 变 分 不 等 式 的 技巧 , 在 非 紧 假设 条 件 下 , det TORRE] GE 
合 似 变 分 不 等 式 (具有 二 元 泛 函 o(.-)) 的 预测 -校正 迭代 算法 , 并 讨论 了 由 算法 所 
生成 迭代 序列 的 强 收敛 性 . 然后 提出 了 求解 一 类 混合 似 变 分 不 等 式 (具有 一 元 泛 函 
wp(-)) 的 近似 点 -投影 算法 , 并 且 运 用 扰动 误差 , 保证 了 由 算法 所 生成 迭代 序列 强 收 
敛 于 非 扩 张 映射 不 动 点 集合 与 变 分 不 等 式 解 集合 的 公共 元 素 . 最 后 , 研究 了 一 类 市 
有 三 元 算 子 的 广义 混合 拟 平衡 问题 , 运用 辅助 原理 的 技巧 , 给 出 了 这 类 平衡 问题 的 
新 的 迭代 算法 , 并 讨论 了 由 算法 所 生成 迭代 序列 的 强 收 敛 性 . 


2.1 预测 -校正 欠 代 算法 
设 H ASE Hilbert 空间 , RA RAMA AIGA (.,-) A ||- ||. BTA: H9 
CB(H) RÉP E (AR, Nin: Hx HOH Allg: H — HOARY, (7): 
H x H — (—oo, +00] 是 二 元 泛 函 . 
SEO FAT NYA AAR op AS SSK A (MwA GMVIP): K 2 € Hu € 
T(z),v € A(x) 使 得 
(N(u,v),n(g(v).g(z)) + v(9g(y).g(x)) ^ w(g(z),g(z)) 20, Vg(y) eH (2.1) 
问题 GMVIP(2.1) 包含 了 以 下 一 些 特殊 情形 : 
(i) 34 9 为 恒 等 映 射 时 , 式 (2.1) 退化 为 : Kee Hue T(x),v e A(x) 使 得 
(N (u, v), n(y, z)) 十 PT) — plz, t) > 0, vy eH (2.2) 
(ii) 当 n(y,z) =y — x WN, XX (2.1) 退化 为 : XK re Hue T(x),v e A(x) 使 得 
(N (u, v), g(y) — 9g(x)) + laly) g(x)) — ve(g(x),g(x)) 20, Vg(y) EH (2.3) 
(i) € K : H > 2” 使 得 对 每 一 rc H, K(x) Æ H BAGTE, 如 果 对 每 一 
x EH, y(x) Æ K(x) 的 指标 函数 , B 


0, mre K(z) 


2,2) = Iguj(r)-— 
p(x, £) = Ika) (x) { ;a 
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则 式 (2.1) 退化 为 : K ze 也 oz) € K(x),ue T(x),v e A(x) 使 得 
(N(u,v),n(g(y),g(z))) 20, Vg(y) € K(x) (2.4) 


总 之 , 适当 选择 映射 Non T, A g 就 可 以 获得 许多 新 的 和 已 知 的 变 分 不 等 式 作 为 
特例 . 


在 介绍 问题 GMVIP(2.1) 的 迭代 方法 之 前 , 我 们 需要 作 如 下 假定 : 

假定 A n(z,y) +n(y,z)=n(x,z), Vz,y, 2 € H. 

根据 假定 A 容易 得 到 下 面 的 结论 : 

(i) g(z,z) = 0, Yx € A; 

(ii) n(z,y) = —n(y, x), Vx, y € H. 

针对 问题 GMVIP (2.1), 我 们 给 出 如 下 的 预测 -校正 迭代 算法 : 

给 定 ce H, ueT(r), ve A(x), 考虑 以 下 辅助 变 分 不 等 式 问题 : 求 z* e H 使 得 


(pN (u, v) + n(g(x"), g(x)),m(g(y), g(")) 
tpe(g(y).g(z")) — ov(g(z'),g(z")) 20, Vg(y)e H (2.5) 


其 中 , p > 0 是 常数 . 


由 w(xz,x) = 0, Va e H, 我 们 观察 到 ， 如 果 xz* = x, 那么 (ruv) 是 问题 
GMVIP(2.1) 的 一 个 解 , 从 而 有 如 下 迭代 算法 . 

算法 2.1 给 定 zo,uo ET(zo) 和 vo € Alzo), 则 问题 GMVIP(2.1) 的 近似 解 
(Tn, Un: Un) 由 如 下 迭代 方式 确定 : 


(UN (un, Un) + (gn). 9(@n)), ma (v). 9 (Yn))) 


+up(g9(Yy), 9(Yn)) — pp(g9(Yn), 9(Yyn)) 29, Vg(y) eH (2.6) 
(BN (cn, dn) + n(g(zn), g(un)). n(g(y). 9(2n))) 

t Bye(g(y).g(zu)) — Be(g(zn).g(2.)) 20, Vg(y) e H (2.7) 
(PN (en, fn) + n(g(2n+1); 9(2n)), n(9(/). 9(2n41))) 

*pe(g(y), g(tn41)) — Pe(g(xnc1) g(xn41) 20, Vg(y) EH (2.8) 


Un ET (am), [tnp — wal € [1 + 1/(n + DC ($344); Tita) 
| < [1 1/(n  1)] D(A(zn41), A(zn)) 

Cn € I (Hra) leni = Cn || < [1 +1/(n ^3 1) D(T (9n31); T (yn)) 
« 


dn € A(yn), — ||dn+1 — dul] < [1 + 1/(n + 1)|D(A(yn41), A(Yn)) 


Un € Alta), | Uni Un | 
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En € T (Zn); l|en+1 = en|| < [1 tin 1) D(T(zn41), T(za)) 
Ín€A(z) Sasi — fall < [1 + 1/(Q + 1)D(A(A 44). A(24)) 
n= 0,1.2. «5» (2.9) 


其 中 ,1 >0,8>0,p>0 均 为 常数 ,万 是 如 上 的 Hausdor 任 度量 
MR 9 为 恒 等 映 射 , 那么 算法 2.1 退化 为 求解 变 分 不 等 式 问 题 (2.2) 的 如 下 
算法 . 
算法 2.2 Æ ro, uo ET(zo) 和 VE4(zo), 则 问题 (2.2) 的 近似 解 (Zn Un, Un) 
由 如 下 迭代 方式 确定 : 
(BN (en, du.) + "zn; yn). NY, 2n)) + BAY, zn) — Pplzn,zn) 20, vyeH 
(HN (un, Un) + (yn, En) NY: Yn)) + HPY: Yn) — Mey Yn) 20, Vy € H 
(ON (en; fn) -- T (£n41; Zn); (y £n41))-- Pe(y, n41) - PP(Xn41,2n41) 20, Vy € H 
Un E T(n), inti — dnl < [1 + 1/(n + 1) D(T (n41); T(tn)) 


Un € A(n), |Vai — Yall < [1 1/(n + 1)]D(A(an41), A(zn)) 
Cn € T(ya),  |len+1 — enl < [1 1/(Q + 13)]DO (yn+1), T (y) 
dn € A(yn),  ||dna1 — dnl] < [1 + 1/(n + 1))D(CA(y 1), A(yn)) 
en € T(za), |lenti — ell S [13 - 1/(n + 1) D(T (2541), T (22) 
fn € Alen), fni fal < I + 1/(n + 1)]D(A(2n41), A(zn)) 


n=0,1,2.-:. 


KEP, u>0,8>0,p>0 BARR, D H £4 Hausdorff 度量 . 
如 果 nly, x) = y- r, 那么 算法 2.1 退化 为 求解 变 分 不 等 式 问题 (2.3) 的 如 下 
算法 . 
算法 2.3 给 定 ro,uo € T(ro) fe vo € A(xo), 则 问题 (2.3) 的 近似 解 (Tn, Un. Un) 
由 如 下 迭代 方式 确定 : 
(UN (Un, vn) + g(yn) — g(Tn), 9(y) — 9(Yn)) 
t we(g(u)g(ua)) — ne(g(yn).g(yn)) 20. Vg(y) € H 
(BN (en, dn) + g(zu) — 9 (9n). 9(Y) — 9(24)) 
tB8v(g(y).g(zn)) — Bv(g(zu).g(z.)) 20, Vg(y) € H 
(GN (én, fn) + gling) — gln): gly) = 9(2n41)) 
tpv(g(y), g(zn41)) — pe(g(zn41).9(z24431) 20, Vg(y) € H 


2.4 预测 -校正 迁 代 算法 


ün E 工 (Zr ||uns1 — Uni 1 +1/(n+ 1))D(T 


< 
tn € Á(za), |lvn4i — vll € 
< 


DT ae 


($544), T'i£a)) 
i| 1/(n + 1))D(A(atn+1), A(zn)) 
[1+ 1/(n + 1))D(T(yn+1), T(yn)) 


dn € | Yn); lana = d, || S .[1 T 1/( n+l )j 己 人 A(yn+1), A(yn)) 


) 
) 
Cn € T (yn), leni — cnll 
(Yn) 
) 


€, € T 25 , l&n--1— eyll € 
人 


[1 4- 1/(n + 1) D(T (entr) T (zn)) 


fn € A 2n); Il faa = fa | < [1 T 1/(n T 1)|D(A(2n+1), A(zn)) 


f; 三 人 


其 中 ,>> 0,B>0,p>0 均 为 常数 , DX H 上 的 Hausdorff 度量 . 
如 果 yl) 天 于 第 一 变量 是 真是 下 半 连 续 泛 函 , 则 算法 2.3 可 写成 如 下 形式 . 
算法 2.4 给 定 rouo € T(z0) 和 vo € 4(zo), 通过 以 下 方式 确定 近似 解 


(£g » Un, Un) : 


glun) = Ju*  [g(zn) — UN (un, vn)] 

g(zn) = J3 O [g(yn) — BN (cn, dn)] 

g(tn41) = Jp? [o(z«) — PN (en; fa) 
un € T(zn), ||unzi — ual 


Un € A( Tn |Un+1 n Un || 


| 
[1 
dn € Á(yn), lldnti— dn 
en € T(z 


). < 
< 
Cn € T(yn), ||enti — €al| < 
) < 
), jlen+l 一 en S 
), < 


) 
| < [1 1/(n + DIDT 
lfn41 = full | ) ( ( 
n -20.1,.2.--- 


fa € Alzn 


1+1/(n+ 1))D(A(zn4.1 


[1 +1/(n+ 1)] D(T (z444), T(zn)) 
1+1/(n + 1))D(A(@n41), 
+ 1/(n + 1] D(T n+); 
[1+ 1/(n + 1)|D(A(yn+1), 
) 

), 


其 中 , Iy(-,u) = Ay(-), Ip? = (I + p0pg())! 为 预 解 算 子 , I 为 恒 等 映 射 , 1 > 0， 


>>0,p>0 均 为 常数 , D Æ H 上 的 Hausdorff 度量 . 
注意 到 


2(u,v) = |u + vll* — lul — loll’, Vu,ve H (2.10) 


Fi f] s | BRE ISS TANE A ICE A) ET EGER REIR] E HI. 
的 一 个 解 ， {In}, {un} 和 


引 理 2.1 ik (r,u,v) 是 变 分 不 等 式 GMVIP(2.1) 
{un} 是 由 算法 2.1 生成 的 近似 解 序 列 , 如 果 下 述 条 件 成 立 : 
(i) p(-,-): H x H — (—oo, +00] AMA HR AG; 
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(ii) n6, ):H x H >H 满足 假定 A BR RBM: 

(ii) N(,):H x H — H 4&3 — €, XT. T X s-9- 部 分 松弛 信 强 单调 的 ; 

(iv) N(,):Hx H > H 4&8 —EG,X- A Rtg BPH 信 强 单调 的 ,其 
中 s>0,t>0 均 为 常数 . 
则 有 

in(g(@n41),9(@))\I* < lIn(g(zn), g)” 
—(1 — 2p(s + t)/k*)||n(g(ansi),9(2n))||? ^ (2.11) 
|In(g(zn), 9(a)) II? < Iln(g(2n—1), 9(@))II? 


—(1 — 28(s + t)/k7)\\n(g(zn), 9(yn)) ll" (2.12) 
IIn(g(yn),9(@))\|? < \In(g(yn—1), gx) ||" 
—(1 — 2u(s + t)/k?)||\n(g(yn), 9(@n))II? (2.13) 


证 明 设 (z,uv) 是 变 分 不 等 式 GMVIP(2.1) 的 一 个 解 Uju € T(z),ve A(z) H 
v v),n(g(v). 9(@))) + ne(g(v). g(x)) — plalz), g(x)) > 0 (2.14) 
BN (u,v), n(g(vy). g(z))) + 8ve(g(v).g(x)) — Be(g(x). g()) 2 0 (2.15) 
iei (9(y).9(2))) + pe(g(y), g(x)) — pe(g(x), g(x)) > 0 (2.16) 
其 中 , > 0,B > 0,p > 0 均 为 常数 . 
分 别 在 式 (2.16) 和 式 (2.8) FS y = tny 及 y= 得 
(PN(u,v),n(g(zZn+1), 9(7))) + pp(g(Tn+1),9(7)) — ev(g(x),g(zx)) 20 (2.17) 
(PN (en, fn) + n(g(En+1), 9(2n)), n(g(x), 9(@n+1))) 
+pp(g9(x), g(Tn+1)) — pp(g9(Tnt+1)9(Tnt+1) 2 0 (2.18) 
由 o(,-) 的 斜 对 称 性 及 (x,y) = —n(y.x), 并 把 式 (2.17) 和 式 (2.18) 相 加 得 


( 


(n(g(zn--:). g(20)). n(g(x). 9(@n+1))) 
> P(N (en, fn) — N(u,v), n(g(zn41); g(x))) 
p[e(g(x), g(x)) — vw(g(x); 9(@n41)) 
—p(g(zn+1), g(z)) + P(9(@n+1); g(2n21))] 
> P(N (en, fn) (U,V), n(g(En+1), 9(2))) 
= AN (én, fn) — N (u, fu). MG(4n+1), g(7))) 
+p(N(u, fn)n (u, v), n(g(En+1), 9(2))) (2.19) 


2.1 ”预测 -校正 迭代 算法 Tor 


由 式 (2.10) 及 假定 A 有 


(n(g(zn41). 9(2n)); n(g(x); g(1.1))) 
= Sllin(o(ens1), 9(2n)) + (ar) IEn) 
anih glan DIIP = Im); g(@n41)) 17] 
= 5 linl (x), g(22))l^ — lIn(g(zn21).9(22))II^ — lIn(g(z), 9(an+1))II7] (2-20) 
由 on(-,-) 的 大 强 单调 性 有 
llg(@n41) — g(Zn)||* € (1/k*)|\n(g(an41), 9(2n)) II? (2.21) 
Hy 5 | BE 2.1 (iii) 和 (iv) 及 式 (2.21) 得 | 
PIN (ens fn) — N (u, fu), n(g(2n41). g(2))) + e(N (u, fr) ^ N (u, v), n(g(zn41); g(x))) 
> —p(s + t)lg(zna1)—9(22)l > pls + t)/k?)llm(g(zn41); 9(2n)) II? (2.22) 
由 式 (2.19) ~zk (2.22) 可 知 : 40 < p < k?/2(s + t) 时 , 有 
lm(g(zn1). gŒ)? € |\n(g(2n),9(x)) |? — (1 — 2p(s + t)/ k^)lm(g(zn--1). 9(2n))|| 
< [Im(g(za), g(x))l? (2.23) 
由 此 可 得 | 
In(g(zn), 9(z)) |? < ln(g(zn_1), E — (1 — 2p(s + )/k?)|In(g(an), Ilen) 
« In(g(zu—1). g(2))Il? (2.24) 
分 别 在 式 (2.15) MA (2.7) PO y=2, I y-rf 
(BN (u, v), n(g(2n), g(2))) + Be(g(zn).g(x)) — B(g(x),g(x)) 20 X (2.25) 
(BN (C5, d) F n(g(zn), g(Yn)), n(g(z). g(2n))) 
t Bv(g(x),g(zn)) — Bw(g(za). g(2»)) 2 0 (2.26) 
把 式 (2.25) 和 式 (2.26) 相 加 , 再 由 引 理 2.1 条 件 (1) (iv) 得 
(n(g(zu). g(yn)) n(g(x), g(zn))) 2 BUN (ens da) — N(u, v), n(g(zn); g(x))) 
= PIN (nsdn) — N(u,dn),n(9(2n), g(x))) 
-B(N (u; d) — N (u, v), n(g(2n); g())) 
> —B(s  t)lg(za) — 9(yn)||? 
> —(B(s + t)/k?)|\\n(g(zn), g(y))I" (2.27) 
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HA (2.10) 及 假定 A 有 


(n(9(2n)s g(yn)), n(g (x), 9 (Zn))) 
= Sllln n) g(yn)) + n(g(x), 9(2n))II* — lIm(o(z), 9(Yn))II? — ln(g(x), gln) ) ll? 
= ZIME), a.) — IMIE): su) — lintea). gen)? (2.28) 
由 式 (2.27) 和 式 (2.28) 得 : 24 0 < B < Kk?/2(s + t) 时 ,有 
In(g(zn), g(x))N < in(g(yn), 9(@)) ||? — (1 — 28(s + /k?)|m(g(za). 9 (y)? 
<S lm(g(ys.). gll? (2.29) 
由 此 可 得 
lIin(g(zn—1), 9(x))||? 
< [m(g(yn-1). 9(x))||? — (1 — 28(s + t)/k?)||n(g(2n-1), 9(Yn—1) 1? 
< |ln(9(yn-1), g())|? (2.30) 


分 别 在 式 (2.14) 和 式 (2.6) P y= zn fly-rí 


(HN (u, v), nglyn) 9(2))) + neg (ys), 9(z)) — pelala), g9(7)) 20 (2.31) 
(UN (un, Un) + Gs) 9(@n)), ng); 9(Yn))) 
-Mue(g(x), g(yn)) — ne(g(un). g(yn)) 2 0 (2.32) 
把 式 (2.31) 和 式 (2.32) 相 加 , 再 由 引 理 2.1 条 件 (1) (iv) 得 


(Mlyn), glTn)), nala), g(un))) > pAN (un, Un) — N (u, v), nglyn) g(2))) 
= UN (un; vn) — N (u, vn), n(g(yn); g())) 
TN (u, Un) — N(u,v),n(g(yn); 9(2))) 
> —u(s + | 
> —(u(s + t)/k*)|\n(g(yn), 9(z»))l (2.33) 


由 式 (2.10) 及 假定 A 有 


(Ga us). Gr)» NIE), a) = lina). lEn) + mal), ous) I? 
-lnla lyn), Gr) — mtr), aus T? 
= sinet), ors )I* — Inte). glen)? 
lina), ous I? (2.34) 


2.1 HW- EERE (31: 
由 式 (2.23) MA (2.34) 得 : 74 0< u < k?/2(s + t) 时 , 有 


DI? € Ims). g(x))||? — (1 — 2u(s + t)/k?)|In(g (yn), 9(an)) II? 
< ||n(9(an), 9(2)) ||? (2.35) 


Im(g(us). g(x 


FH sk (2.23). 3X (2.29) 和 式 (2.35) 得 式 (2.11), 由 式 (2.24). 5X (2.29) 和 式 (2.35) 得 
式 (2.12), 由 趟 (2.2 .24)、 式 (2.30) 和 式 (2.35) ) 得 式 (2.13), 证 些 . 

如 果 n(xz,y) = xr — y, 此 时 上 = 1, 从 而 由 引 理 2.1 得 如 下 结果 . 

推论 2.2 jk (ruv) 是 变 分 不 等 式 (2.3) 的 一 个 解 , {Zn}, {un} 和 (v) 是 由 
算法 2.3 生成 的 近似 解 序列 , 如 果 下 述 条 件 成 立 : 

(i) ef-  H x H — (—oo, +00] BHR ARH; 

(ii) N(,.): Hx HOH AB—-RAKF T X s-g- 部 分 松弛 7- 强 单调 的 ; 

(iii) N(,): HxH > H EPEAT A X t-9-95 2 n-A, A 
中 s>0,t>0 均 为 常数 . 
则 有 


|g(zn+1) — 9(2)||? < llg(zn) — g(x) ||? — [1 — 2p(s + £)]llg(zn41) — 9(2n)II 
|g(zn) — g(a) ||? € llg(zn1) — g(x)\? — [1 — 26(s+t))llg(zn) — gUn)? 
9 ( Yn) — 9( (x)||* < llg(un—1) - g(x)||? = [1 一 2n(s + t)lllg(un) = 9(2n)|l? 


定理 2.3 HH ZARA Hilbert 空间 , 如 果 下 述 条 件 成 立 : 

()) g: HoH 是 连续 且 5- 强 单调 的 单 值 映射 ; 

(ii) q(,-) : H x H — (—oo, +00] 是 儿 对 称 的 连续 泛 函 ; 

(iii) n, ): Hx HoH 是 连续 满足 假定 A EE 上- 强 单调 的 单 值 映 射 ; 

(iv) T,A: H > CB(A) € D-i£*& 8] 24ih, N: HX H5 H A ik 85 348 
映射 : 

(v) N(,): Hx H —^ H 4&5 —EJL XT T 是 s-t- 部 分 松弛 路 强 单调 的 , 在 第 
二 变 元 关于 A 是 s-g- 部 分 松弛 信 强 单调 的 , RP sr 0,t>>0 均 为 常数 . 

Æ GMVIP(2.1) 的 解 集 非 空 , 则 当 0 < p, B, u < 12/2(s 十 四 时 , 由 算法 2.1 生 
成 的 迭代 序列 {£n}, {un}, {un} 强 收 敛 于 GMVIP(2.1) 的 一 个 解 (m*,u*,v*). 

证 明 对 GMVIP(2. 的 任意 一 解 (x,u, 由 引 理 2.1 2 (2.11) X (2.13) 
可 知 : 序列 {\\n(g(en4i).9(z))\I}, €ImGG»s). 9 ())1 和 {Im(g(yn),g(z)) 川 } 均 递减 ， 
从 而 序列 {jn(g(zn+1)， ote 25. {ln(g(zn), g(x "0 和 "hd or AF, 从 


.32. 
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引 理 2.1 的 式 (2.11)~ 式 (2.13) 可 得 


oc 


N (1 - 2p(s + t)/k?)|m(g(zn1). (2))II? < Imo), g)? (2.36) 
n=0 


3.0 = 28(s + t)/k?) | n(g(2n); gyn) ll? < ln(g(z0), 9c) I (2.37) 
n=0 


NCA = 2u(s + t)/k?)ln(g(yn. gln)? < lIn(g(yo), g(x)))? 
n=0 


(2.38) 
由 以 上 三 式 可 得 


|In(g(zn+1), 9(zn)) 


| 一 0， n(g(zn).g(ya))l| = 0, Inga) 9(@n))|| — 0 
由 假定 A 有 | 


n(n gen)) = n(g(za41).g(22)) -- n(a(2n), Iln) + m(9(Ua), g(2a)) 
ii 


IIn(g(an+1); 9(@n))|| = Iln(g(@n41), 9(2n)) + n(9(22). 9(9)) + n(g (ys). 9(@n))|| 


< |/n(9(@n+1),9(2n))|| + |n(g(zn), 9(Yn))I| 
+|\n(9(yn), 9(@n))|| 一 9, 


Tí — OQ 


由 g,n(-,-) 的 强 单调 性 知 


k&||Izn41 = Ln|| € lI7(9(@n+1), 9(@n))|| — 0 
从 而 


|zn+l — n| > 0, m- oo 


k€||z, — || < |\n(g(2n), g(x))]| 
由 于 {\ln(g(an),9(x))||} 有 界 , 从 而 {rn} 有 界 , 故 存在 子 序列 (7) 使 得 zw 一 
E. 由 g, n(s, -) 的 连续 性 知 


n(9(2ni), g()) > n(g(x*), g(x)). 


ioo 


2.1 TB EE ERRA «38 « 


从 而 
n(g(zni),g(x")) = n(g(zni), g(z)) — n(g(z*),g(x)) 20, ioc 
由 假定 A XI, 34 à oo 时 有 


Im(guni). 9(@*)) || = lng (Yni), 9(@ni)) + m(Gmni); g(x" ))| 
S |ln(9(yni), 9(2ni))|| + lEn), gx" ))]] 0 


从 而 
Imig(yni).g(x" )))) ^ 0, $— oo 
又 由 g,n(,-) 强 单调 性 有 


kE||Yni — z* < lm(G(yni); g(z"))] +0, $ — oo 


从 而 有 


类 似 可 证 


Zni—^ T, LT—06 


因 T, A 均 是 D- 连 续 的 , 由 引 理 1.15 知 , T, A 均 上 半 连 续 , X. B5] 1.16 可 知 ， 
序列 {uni}, {Uni} 分 别 存在 子 序 列 {uni}, {un} 使 得 Unj > Uu, Unj > v*,w* € 
T(x*),u* € A(x*). 


由 式 (2.6) 有 


人 Unj) T Manz) gna), n(g(y), g(Ynj))) 
+uy(g(y),9(Y¥nz)) — we(g(unj).9(un;)) 20, Vg(y) € H (2.39) 
由 N(-, ‘nt, Ja se. 小 9 的 连续 性 ， 在 式 (2.39) me V —. 00 得 


(iN (u* , v*) 二 TO ), g(x* )),n(g(y). g(x” ))) 
十 Wip(g( OZ )) ^ ue(g(z*),g(z")) 20, Vg(y)e H 


FH n(g(z*),g(z*)) =0 A 


(N (u* ,v*),m(g(y). g(z* ))) + ve(g(y),g(z*)) ^ e(g(x*),g(2')) 20, Vg(y) e H 
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从 而 (zx*,u*,v*) 是 GMVIP(2.1) 的 一 个 解 . 

由 式 (2.11), 对 任何 n 有 

IIn(9(an41), g(7^))] < lIn(g(zn), 9(2")) |) 
从 而 对 任何 n 有 
In(g(zn), 9(2"))I] < lIn(g(zni), 9(2"))|| — 0, i— oo 
由 g,n(,-) 的 强 单调 性 有 
klen — x" < [m(g(zn). g(z"))| ^ 0, n — oc 
从 而 
En 2°,° n 00 
由 了 的 了 -连续 性 及 式 (2.9) 有 


lun — Un+ill < (1 - 1/(n +1))D(T (£n), T(xn1)) 50, n — oo 


由 此 可 得 
|ua — u*|| < un = unsill + luni ~ Un+ell 十， 
+||tng—1 — ünl + lus; — 5^ |] 0, m — eo 

从 而 

Un —> Uu n — oo 
类 似 可 证 明 

Un VY, mn oo 
证 毕 . 


2.2 ”近似 点 -投影 算法 


设 H AS Hilbert 空间 , 其 内 积 和 范 数 分 别 记 为 (,.) M l K 是 五 上 的 
非 空 闭 凸 集 . 8 T, A,g : H > H WARY, Nin: Hx HO H RAR, 


2.2 ”近似 乓 -投影 算法 T T 


5 :天 一 天 是 非 扩张 映射 ，Pr 表示 H $8] K 上 的 投影 算 子 ,yp : H 一 RU (xoc) 是 
Ey BARES PR. 
考虑 如 下 广义 混合 似 变 分 不 等 式 问题 : 求 ze domy 使 得 
QN (T (z), A(z)),m(y. g(x))) + oly) - e(g(x)) 20, Yy €H (2.40) 
其 中 , domy := {x € H: y(x) < oo] Z Ø. 
问题 (2.40) 包含 了 以 下 一 些 特殊 情形 : 
(i) 4 m(r,y)— r—y,Vaz,y € H IN, XX (2.40) 退化 为 : K r e dome 使 得 


(N(T(z), A(z)),y —9(z)) - v(y) - ve(g(z)) 20, Vy eH (2.41) 


(ii) 4 N(ry)—-r-y,m(ry)—z-y,Vz,yecH WN, 式 (2.40) 退化 为 : 求 
rt E€ domy 使 得 


(T(x) — A(x), y — g(x)) + ply) — p(g(z)) 20, Vye H (2.42) 


(iii) 当 N(x.y) = z, n(z,y) = t — y, Vx.y € H Hj, x (2.40) 退化 为 : 求 
r E€ domy 使 得 


(T (z),y — g(x)) + ply) — ve(g(z)) 20, Vy € H (2.43) 


(iv) 4 N(z,y) = zx, n(y,g(z)) = y= glr), Yz, y € H, EWR zeH, p(x) 是 
K Wisasiz A, 即 
0, rek 
+œ, rgK 


时 , 式 (2.40) 退化 为 : 求 r € H, g(x) € K 使 得 


p(z) = Ix(z) = | 


(Tx, g(y) — g(x) 20, Vg(y)eK (2.44) 


(v) 4 N(z,y) = zx,n(y,g(7)) = y — g(x), Vz,y € Hg 为 恒 等 映射 , 且 对 每 一 
x E€ H, p(x) Æ K WIERZ ARN, X (2.40) 退化 为 : K re K 使 得 


(Tz,y—x)20, Wek (2.45) 


下 面 的 引 理 是 近似 点 -投影 算法 的 关键 . 
引 理 2.4 r € dom 是 问题 (2.40) 的 解 当 且 仅 当 


g(x) = JP (g(x) — pN(T(x), A(x))) (2.46) 


其 中 ,PP> 0 是 常数 , J? := (14+ ply) ”是 近似 点 映射 ,1 表示 恒 等 映 射 . 
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证 明 HY Al BOM, A 


g(x) = JP (g(x) — pN (T(x), A(x))) 


24 HU 
g(x) — pN(T (x), A(x)) € g(x) + pOue(g()) 
SAMS 
-N(T (x), A(z)) € On9(9(x)) 
SARS 


(—N(T (x), A(z)), nly, 9(2))) < oly) - ve(g(zx), Vy eH 
从 而 x € dome 是 问题 (2.40) 的 解 . 
接 下 来 我 们 研究 问题 (2.40) 的 近似 点 -投影 算法 . 
4 F(x) = z— g(x) + J? (g(x) — pN (T(x), A(x))), 则 式 (2.46) 等 价 于 F(z) = o, BU 


r=7— g(r)+ JP (g(x) — pN(T(x), A(x))) 


WS: K 一 K 是 非 扩张 映射 , F(S) Al GMVI(N, m, vo) 分 别 表示 映射 5 的 不 动 点 集 
合 及 广义 混合 似 变 分 不 等 式 (2.40) 的 解 集合 , 如 果 z* e F(S)0 GMVIC(N, n, v), 则 
a* € F(S) H. x* € GMVI(N,m, o). 从 而 由 引 理 2.4 有 
a” —Sz' —z* — g(x") + J£ (g(x*) — pN (T'(x*), A(x*)) 
=Px|x* — g(z*) + J2(g(z*) = pN(T(a2*), A(x"))] 
—SPx|[r"* — g(z") + JP (g(z") — PN (T(E) A(z"))] (2.47) 
其 中 , p > 0 是 常数 . 
由 不 动 点 方程 (2.47), 我 们 给 出 了 寻求 非 扩 张 映射 不 动 点 集合 与 广义 混合 似 变 
分 不 等 式 解 集合 公共 元 素 的 近似 点 -投影 算法 . 
算法 2.5 给 定 zo CH, 变 分 不 等 式 问题 (2.40) 的 近似 解 序列 {zn,} 由 如 下 选 
代 方 式 确定 : 


Zn = (1 = entan + cn SP x, — glan) 


tJ? (gln) 一 pN (rn), A(zn)))| + fn (2.48) 
Un = (1 一 De Ms, T bn SP K [Zn - g(2n) 
+ J$ (g(2n) — pN (T (Zn), A(zn)))| + em (2.49) 


Tni = (1 m Qn Jin Find Pk [Un = glyn) 
J$ (g(Yn) — PN (T (Yn), A(yn)))] + du (2.50) 


2.2 近似 点 -投影 算法 37 - 


HP, dns bnyen € (0, 1](n = 0,1,2,---), dni en: fn € Hin = 0,1,2,---) XE AAA iE E, 
S:K—K 是 非 扩张 映射 , Pk ZH 8) K 上 的 投影 算 子 , J? := (1+ pp) 是 近 
似 点 映射 . 
当 nn(z,y) =x- y, Yx, y € HON, HE 2.5 退化 为 求解 变 分 不 等 式 问题 (2.41) 
的 如 下 算法 . 
算法 2.6 给 定 ro CH, 变 分 不 等 式 问 题 (2.41) 的 近似 解 {Tn} 由 如 下 和 迭代 方 
式 确 定 : 
25 = — tain 4-64 SP [s — gas) + Jolg(£) — AN (T (2), 4(zn)))] Tn 
Un = (1 — bn)zn + bnSPk [zn — g(zn) + Jo(g(zn) — PN (T (zn), Alzn)))] + en 
1444 = (1 — a5)» + anSPk[ys — glyn) + Jo(g(yn) — PN(T (yn), A(yn)))] + dn 


其 中 ， Gn, Uns Cn € [0, l|(n Ex 0, 1,2,.--«), T NS Sez 三 H (n = 0,1,2,---) 是 扰动 误差 ， 
S:K—K 是 非 扩 张 映射 , Pk HH BK 上 的 投影 算 子 , J, = (1+ pOp)* Ai 
似 点 映射 . 


当 N(r,y)-2r-ymr,y-—rz-y Va,y € HN, 算法 2.5 退化 为 求解 变 分 不 
等 式 问 题 (2.43) 的 如 下 算法 . 
算法 2.7 给 定 ro € H. 变 分 不 等 式 问 题 (2.43) 的 近似 解 {Tn} 由 如 下 和 迭代 方 
式 确定 : 
Zn = (1 — Cn)Tn + Cn S P [zn = g(rn) + Jo(g(za) — p(T (zn) = A(zq)))] t fin 
Yn = (1 — bn)En + bnSPK [zn — g(2n) + Je(9g(zn) — p(T (zn) — A(22)))] 十 en 
Tnt1 = (1— an)En an SPk|ys — g(yn) + Je(g(yn) — P(T (Yn) — A(yn)))] + dn 


其 中 , an, bn, cn € [0,1](n = 0,1,2,-+-), dnren, fn € H(n = 0,1,2,---) 是 扰动 误差 ， 
S:K 3K 是 非 扩张 映射 , Pk ZH 3) K 上 的 投影 算 子 , Jp = (I + pv) 是 近 
似 点 映射 . 

当 N(r,y)z,mzy-2r-yVzycH 时 ,算法 2.5 退化 为 求解 变 分 不 等 式 
问题 (2.43) 的 如 下 算法 . 

算法 2.8 AE zo oH, 变 分 不 等 式 问 题 (2.43) 的 近似 解 {Tn} 由 如 下 和 迭代 方 
式 确定 : 


in = (1 = M T €n S Pk [£n 一 G(T) T Jog(£n) as BT (En) x [m 
Yn = (1 — bn)atn + b4SPk[za — g(2zn) + Jo(g(zn) — pT(zn))] + en 
Griki, = (1 E Qs | Tn ks nS PK [Un = g(Yn) Je(g(yn) = pT (yn))| i dy, 
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KP, Qn; byen € [0; 1]l(n = 0,1,2,-::); dn En Jn € H(n —0,1,2,::-) 是 扰动 误差 
S:K 一 KK 是 非 扩 张 映 射 , Pk ZH 8] K 上 的 投影 算 子 , Jp = (14+ pOg) ! 是 近 
似 点 映射 . 

当 N(z,y) = z, n(y,9(z)) = y — glz), Vz,y € H, 对 每 一 xr e H, e(x) Æ K 
的 指示 泛 函 时 , 算法 2.5 退化 为 求解 变 分 不 等 式 问题 (2.44) 的 如 下 算法 . 

算法 2.9 给 定 zo E H, 变 分 不 等 式 (2.5) 的 近似 解 {zn} 由 如 下 迭代 方式 确定 : 


en = (1 = Cn PD = Cho PK [25s - gx.) + PK (g(2n) = pT (14))] T fa 
Un = (1 = bn)En + b, S Pk [Zn = Gl2n) + Priglzn) — pT (2n))| + En 
£544 = (1 — a4)Z& + OnSPK [ya — alya) + PK(9(Yn) — PT (yn))| + dn 


HP, Gn, bn, cn € [0,1](n = 0,1,2,-++), dn, en, fa € H(n = 0,1,2, ) 是 扰动 误差 ， 
S:K— K 是非 扩张 映射 , Pk RH 8] K 上 的 投影 算 子 . 

当 N(z,y) = z, n(y.g(x)) = y — g(x), Vz.y € H, dn = e, = f, = O(n = 
0,1,2,---), 9 为 恒 等 映 射 , 且 对 每 一 rc H, glr) 是 K WAIN, 算法 2.5 退 
化 为 求解 变 分 不 等 式 问题 (2.45) 的 如 下 算法 . 

算法 2.10 BÈ ro € K, 变 分 不 等 式 问题 (2.45) 的 近似 解 序列 {zn} 由 如 下 
和 迭代 方式 确定 : 

2 一 人 一 cn)zn 十 cn9PKzn — pT Tn] 
Yn = (1 — bn) in + bnSPr [zn — pT zn] 


In+1 = (1 = Gin le T On S PK [Un m PT Yn] 


FHP, Gn, bn, en € D 1](n = 0,1,2,--+), dn ens fn € A(n = 0,1,2,---) E369 i £, 
S:K—K 是 非 扩 张 映射 , Pk ZH 2) K 上 的 投影 算 子 . 

接 下 来 我 们 讨论 近似 点 -投影 算法 的 强 收敛 性 . 

定理 2.5 设 K 是 Hilbert Si] H 上 的 非 空 闭 凸 集 , N: Hx HH £&€-— 
变 元 关于 了 为 8- 强 单调 的 和 关于 第 一 变 元 为 Xi-Lipschitz 连续 的 , 关于 第 二 变 元 
为 和 2-Lipschitz i445, n: H x H —^ H 是 0- 强 单调 的 和 5-Lipschitz 连续 的 , Hi 
RARE A. T:H—H A ky-Lipschitz 连续 的 , A: H — H A ko-Lipschitz 连续 的 ， 
g: H — H RRR (y,r)-de IRh 63e. ui-Lipschitz 连续 的 , S: K 一 K 是非 扩 张 映 
射 且 满足 F(S)nGMVI(N,mn. o) Z 2. deo X 


Üns bn, Cn € [D, 1], H0 1. 2 


h 


Svan =00, So ldall<oo, Y lenll < Yl < 00 


n=0 n—O n=0 n=0 
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且 满 足以 下 条 件 : 
2r« (2y - l)u?-F-1, £— /l-c2»4u?—2r-gu?, T=6/0 
1 
E < iar Ay ky > Agke (2.51) 


Askal = (1 + 7)E) + V (Aiki — ASKS) [7? = (1 = (1+ 7) €)?] 


T 


< B< iky (2.52) 


m; < p< m (2.53) 
其 中 


Tj = 
Br — Aa ka (1— (1-2-T)£) -V [Br — Ao ko (1 — (12-7)£)]? — (A2 k?— A$k2) [T? — (1 — (12-7)£)?] 
m» = min{ w, w2} 
wi = 
Br — Agka(1 — (1--7)6)- V [BT — Agka (1 — (1+7)E)]?— (At kt — A22) [r? — (1—(1+7)€)?] 
TE — XBR) 
1 — (1++7)é 
TAgk2 - 
则 由 算法 2.5 所 生成 的 近似 解 序列 {1n} 强 收 化 于 r* € F(S) 几 GMVI(N,n,w). 
证 了 明 — 6e F(S)AGMVI(N, n,o), W 


109 = 


x” —(1— c4)z" + c4 SPk[x' — g(x") + JF (glr) - pN(T(2"), A(z"))] (2.54) 
= (1 — b,)2* cb, SPk|z* — g(x") + JIE (gl) — oN(T(z"), A(x"))| (2.55) 
= (1 —an)x* + a, SPk|x* — g(x") + JP (g(z*) — oN(T(z"),A(x'))| (2.56) 


由 式 (2.50), 式 (2.56), S, Px 的 非 扩 张 性 , 以 及 引 理 1.9 有 


|n — 2 | 
= ||(1 — an)(@n — z*) + Qn(SPK [yn — 9(Yn) + JP (glyn) — PN (T (yn), A(y)))] 
-SPxk|v* — g(a") + JP (g(x") — pN(T (z^). A(x*))))) Il + lldnl 
Sawa kee n 
—z* + g(z*) — J(g(z") — pN(T(2"*), A(z")))l| + esl 
S (1 = a&)||zs — z^ || + an|lyn — 2° aiii 
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十 an|yo (9(yn) — PN (T (yn), A(un))) — Jp (g(z^) — PN (T (x°), A(x")))|] + ld 
S (1 — an)||En — z*]| + anllyn — 2* — g(yn) + 9(z*)|| 
+4nT||9(Yn) — PN (T (yn). A(yn)) — g(x") + oN(T(x"), A(a*)) || + lidn || 
S (1 — an)||En — z^ || + an(1 + 7)||(Yn — x^) — (gyn) — 9(7))I 
+anT||Yn — z* — P(N (T (yn), A(yn)) — N(T(x"), A(x*)))]| + lida] (2.57) 
由 g 的 松弛 (7,7)- 余 强制 性 及 p-Lipschitz 连续 性 有 


"lya — 2* — (glyn) = gla" Di 
= [lys — 2*||? — 2(g(ya) — 9(z*), Yn — €") + llg(ya) — 9(x*)| 
< llyn — z* |^ — 2[—lg(y«) — g(x^)l^ + rliya — 2" l7] + llg(yn) — g(2*) 
< llun = z* |^ + 27e |y = z* ll^ = 2r|lyn — x* ll^ + i^ lyn — z* | 
= [1+ Qyp? — 2r + u^]lys — 2" ||? - (2.58) 


I" 


lyn — &* — p(N(T (yn); A(yn)) - N(T(2"), A(x*)))I 
= |lyn — 2* — P(N (T (yn). A(yn)) — N(T(2*), A(yn))) 
—P(N (7 (z*), A(yn)) — NOT (7), A (7 )))I| 
< [yn — 2" — P(N (T (yn); A(yn)) — NOT (z^), A(yn))) | 
+p\|(N(T(2"), A(yn)) — N(T(2"), A(x*)))I (2.59) 
由 N,T, A 的 Lipschitz 连续 性 和 N 的 强 单调 性 有 


lyn — 2* = e(N (T (ya). A(yn)) = N(T (x*), A(yn))) ||? 
= |lyn — g“ — 2p{yn — z', N(T (Yn) A(yn)) — N(T(2*), A(yn))) 
+° IIN (T (yn), Alyn)) — N(T(2*), A(ya))I 


( 
( 


< llyn — z*|l^ — 28p|lya — z* ||? + Ate" l|T (yn) — T (z*)I 
< llyn — z*|l* — 2Bpllyn — z* |? + A?k? p llyn — "|? 
= (1— 269+ Mkip^)lys — x" |]? (2.60) 
IN (I (z*), Alyn)) — N (T (z*), A(z*))|| < A2l| Ayn) — A(z*)] 
< Azk2||Yn — x" || (2.61) 


由 式 (2.57) ~ IÑ (2.61) 有 


[Eni — z*|| € (1 — an)||En — 2" || + an8]|yn — x* || + lida (2.62) 
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其 中 


0 — (1 T) 1-- 2yp? — 2r +p? + 74/1 — 280p + Mktp? + TpAako 


由 式 (2.51) 3X (2.53) 有 0 < 1. 
由 式 (2.49), 3X (2.55), S, Pr 的 非 扩 张 性 , 以 及 引 理 1.9 有 


lys — * | 
= |\(1 = ba)(an — z*) + bn(SPx [en — g(2n) + JP (9(zn) — PN (T (zn), A(22)))] 
—SPx[x* — g(z') + (g(x) — pN(T(2"), A(z*)))])|| + lenll 
€ (1— b,)||zs = z*]| + bnlan — 9(2a) + J£ (g(zu) = PN (T (2n); A(2n))) 
=F" + g(z*) - JP (g(z^) ~AN (T (z"), A(z")))|| + lenll 
€ (1 — b.)||za — z"* || + bnllzn — z* — g(24) + 9(x")]| 


NOE 


(2.63) 


+bn || Jf (g(2n) — PN (T (zn); A(zn))) — Jg (g(@*) — PN (T (x*), A(x")))ll + llenl 


< (1 m Days "- T” || zo b, llzn = m" v g(2n) T g(x*)|| 
+bn7||9(2n) — PN (T (zn), A(zn)) — g(2") + PN (T (x7), A(x"))|| + llen | 
< (1 — bn)||£n — xz" || + bn (1 + 7)|| (2n — 2") — (g(zn) — 9(2"))|| 


(2.64) 


(2.65) 


*bar|[zn — 2* — PIN (T (2n), A(zn)) — N(T (27), A(27)))II + llenl 
由 g 的 松弛 (y, 站 )- 余 强制 性 及 Lipschitz 连续 性 有 
[zn — z* — (g(2n) — 9(z^))I? 
= |z. — z*l? — 2(9(24) — g(x"), za — 2") + |lg(2n) — g(z*)I? 
< lza — z*ll* — 21-1192) = gla")? + nllz — z* l°] + llg(2n) — 9(2") |? 
< jzn — z* |? + 2*4? ||z. — x* ||? — 2r|lzn — z* ||? +p? lien — x" ll? 
= [1+ 254? — 2r + u?]lzs — 2" ||? 
又 
lzn — z* — p(N(T(2n), A(2n)) — N (T (z^), A(z*)))|| 
= za — z* — p(N(T(z : A(zn)) — N(T(z*), A(zn))) 
—p(N (T (z*), A(2n)) — N(T(a*), A(z*)))] 
< |lzn — z* — P(N (T(n), A(2n)) — N(T (x*), A(2n)))| 
+pl|(N(T(2"), A(zn)) — N (T (2*), A(z*)))|| 


(2.66) 
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由 N,T, A 的 Lipschitz 连续 性 和 N 的 强 单 调 性 有 


lza — z* — P(N (T (zn), A(zn)) — N(T(2"), A(22)))Il" 

= |l2n — z*|l^ — 2p(za — z^ ,.N (T (za), A(2n)) — N(T (z*), A(zn))) 
+p*||N(T (zn), A(zn)) — N(T(x*), A(zn))II? 

< |[z. — 2*||? — 28pllz. — z* ||? + AZp7||T (zn) — T(z*)]? 

S |l2n — 2*||? — 2Bpllzn — x^ ||? + A?k? p? izn — 2" ||? 

= (1 — 28p + Aiki p” )llzn — z* |? 
|. N (T (z*), A(z4)) — N (T(z*), A(x*))|| < Xl Aa) — A(z*)1 


< Agka||2n — x* || 


由 式 (2.63)~ 式 (2.68) 有 


lyn — z*l| < (1 — bp) || — z*]| + bnôllzn — z* ll + llenl 
同 理 , 由 式 (2.48) 和 式 (2.54) 有 


|a, = dS (1 = 6)Jm = 2" || + Enb |En — x" || + [full 
=(1—e¢,(1—@)]|lan — z"|| + fall € [lan — z*]| Ifall 


由 式 (2.69) 和 式 (2.70) 有 


lys = 7 | € (1 — by) lan = Z | 十 prblzn — x* || + 548] fall + lenl 
= [1 -=n (lk = 9)]||zn = z*| 中 bn || fn T llen || 
S |z4 — z*|| + aAa + lenll 


由 式 (2.62) 和 式 (2.27) 有 


[Enyi — z*]| < (1 — an)llzn — x*]| + an8]|ys — x* l| + lida 
< (1 — a5)|zs — z*|| + an8||En — x" || 
十 anbnag || fi || + nAllen|| + lldnl 
= [1- an(1 — 6)]]za — z*|| + anb«6" || fs 
十 anbllen| + lids 
< [1 — a«(1 — 0)]]|zs — x" | 


+||fnll + lenll lids 


(2.67) 


(2.68) 


(2.69) 


(2.70) 


(2.71) 


(2.72) 
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由 式 (2.72) 和 引 理 1.11 有 
lim (Za — x| 20 

所 以 En — x*(n > 00). 

注解 2.1 下 面 的 例子 说 明了 式 (2.51) X, (2.53) 的 各 正常 数 的 存在 性 : 

*Pvrye€H,4 N(ry)—r-ym(xr,y)r-y,Tr- “r, Ax = 57. 9(2) es d 
则 有 

(i) N 在 第 一 变 元 关于 了 为 8- 强 单调 的 和 关于 第 一 变 元 为 Xi-Lipschitz 连续 
的 , 关于 第 二 变 元 为 M-Lipschitz 连续 的 , 其 中 = T Wr WS 

(ii) n 为 7-Lipschitz 连续 的 ; HP 7T — l; 

(iii) T A kj-Lipschitz 连续 的 , A 为 ko-Lipschitz 连续 的 , HP ki — 7, ko = 1; 


(iv) g 松弛 (7,7)- 余 强制 的 和 u-Lipschitz 连续 的 , HP y= u r=l,p=l. 


此 时 式 (2.51) A (2.52) 成 立 , 且 通 过 简单 计算 可 知 , 式 (2.53) FA 5 <p< 
3 R eS 0 € (0,1). 

当 N(z,y) = z,n(y.g(z)) = y - g(z, Vr,y € H, BXI8E— xe H, y(r) Æ K N 
指示 泛 函 时 , 就 得 到 算法 2.9 的 收敛 性 证 明 . 

定理 2.6 设 K X Hilbert 空间 H 上 的 非 空 逆 目 集 , 了 全 :五 一 万 是 松弛 
(Y,7)- 余 强制 的 和 p-Lipschitz 连续 的 , g : 互 一 万 是 松弛 (和 1,71)- 余 强制 的 和 u- 
Lipschitz 连续 的 , S: K > K 4a RRA EE F(S)QYGVI(K,T,g) zZ 2, 其 中 
GVI(K, T, g) 表示 变 分 不 等 式 问 题 (2.44) 的 解 集合 . wR 


bn € 10， 1], n=), 1.2, 2 + 


ox oc DC DO 
2 an=, J dl<c，> lenll <o $ fll < o0 
n=0 n=0 n=0 n=0 


且 满 足以 下 条 件 : 


2r < (254 - D)u? +1, £&£«1, wu +u E-E) iray ty (2.73) 


(Fagg = 
"E 


€ 224/1-- 25442 — 2r +u? 


ie 


其 中 
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N) dj 3L x 2.9 所 生成 的 近似 解 序列 {rn} 强 收敛 于 x* € F(S) n GVI(K, T, g). 

4 N(x,y) = 2z,n(y,9(z)) = y — g(z),Vz,y € H, d, = e, = f, = O(n = 
0,1,2,---), 9 为 恒 等 映射 , 且 对 每 一 z 6 H, yle) Æ K ORR, 就 得 到 算法 
2.10 的 收敛 性 证 明 . 

定理 2.7 KK RH LHASA ERT: A OH XXe (yr)e-4 3&4) 95e 
u-Lipschitz #2689, S: K — K 是非 扩张 映射 且 满 足下 (9)mVICT 开 ) Ao, Xv 
VI(T, K) 表示 经 典 变 分 不 等 式 问题 (2.44) 的 解 集合 , 如 果 


Gente t, € [D I] me 1£., >} a= v0 


n= 


且 满 足以 下 条 件 : 
O< pear = u^, Sr 
则 由 算法 2.10 所 生成 的 迭代 序列 {rn} 强 收 合 于 x* € F(S) VI(T, K). 


2.3 SHED ee BORE 


设 H AS Hilbert 空间 , HA RAR IA (-,-) M || |; CB(A) 表示 H 
的 一 切 非 空 有 界 闭 子 集 , K 是 H 上 的 非 空 闭 凸 集 . 设 T,A: H 9 CBH) 是 两 个 
SRN h: HH &g:KKJ3SASHBRE,oC):HxH > (—00, +00] 是 
二 元 泛 函 . 
给 定 三 元 算 子 F(.,….) : K x K x K oH, 考虑 如 下 带 有 三 元 算 子 的 广义 混合 
拟 平衡 问题 ( 简 记 为 QVIP): Rue Kv e T(u),u € Alu) 使 得 
F(u,v,g(v)) + e(g(v), g(u)) — e(g(u),g(u) 20, VveK (2.75) 


问题 QVIP 包含 了 以 下 一 些 特殊 情形 : 
(i) 当 A,g 均 为 恒 等 映 射 时 , 式 (2.75) 退化 为 : 求 we Kv € TCu) 使 得 


F(u,v,v) + y(v,u) —ylu,u) >0, VveK (2.76) 


(ii) 4 A, 9 均 为 恒 等 映 射 且 F(u,v,v) = (v,v — u) 时 , 式 (2.75) 退化 为 : 求 
uc K,veT(v) 使 得 


(v,v —u)--v(v,u)—qv(u,ju)20, VveK (2.77) 


总 之 , 适当 选择 映射 F, T, A, g, 就 可 以 获得 许多 新 的 和 已 知 的 变 分 不 等 式 作为 
特例 . 
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下 面 介绍 问题 QVIP 的 辅助 函数 迭代 算法 . 
给 定 ue Kk, 考虑 如 下 辅助 变 分 不 等 式 问 题 : R we K,ueA(w),v e T(w) 使 得 


(h(w) — h(u), h(v) — h(w)) + pF (u,v, g(v)) 
tpe(g(v),g(w)) — pe(g(w),g(w) 20, VveK (2.78) 
其 中 , p > 0 是 常数 . 
可 以 观察 到 , WR w =u, 那么 (uu v) 是 问题 QVIP 的 一 个 解 , 从 而 有 如 下 连 
代 算 法 . 
算法 2.11 Æ uo € K,so € A(wo),to € T(ug), MMA QVIP 的 近似 解 
(Un, Sn tn) 由 如 下 方式 确定 : 
(h(un41) — A(un), Alv) — h(us41)) + pF (Sn41, tn41,9(v)) 
+pp(g(v),9(Un+i)) — 9e(9g(un41).g(un41) 20, Vv € K (2.79) 


Sn € A(un), (Sni - Sn || < (1 + ) D(A(tin+1), A(un)) (2.80) 


n+1 


tn €T (un), liz — tall < (1 4 —) D(T(us;i),T(u,)) (2.81) 


其 中 ,0 > 0 是 常数 , D X CB(H) 上 的 Hausdorff 度量 . 
如 果 4,9 均 为 恒 等 映 射 , 那么 算法 2.11 退 化 为 求解 平衡 问题 (2.76) 的 如 下 算法 . 
算法 2.12 RÈ uo € K,to € T(uo), 则 问题 (2.76) 的 近似 解 (us t.) 由 如 下 
方式 确定 : 
(A(tn+1) — h(un), h(v) — h(un41)) + PF (Un4is tna, v) 
+pp(¥, Un+1) — pp(Unti,Un¢i) 20, Vve€ K 
tn €T(un), ||tn+1 — tal] < D(T(un+1), T(un)) 


HP p>0 是 常数 , D X CB(H) 上 的 Hausdorff 度量 . 
如 果 A, g 均 为 恒 等 映 射 且 F(u,t,v) = (t,v —u), 那么 算法 2.11 退化 为 求解 问 
题 (2.77) 的 如 下 算法 . 
算法 2.13 A uy € K,to € T(uo), 则 问题 1.4 的 近似 解 (un,tn) 由 如 下 方 
式 确 定 : 
(h(un+1) — Attn); h(v) — h(n 41) ptas v — Una) 
+pp(¥,Uni1) — po(un41,un41) 20, Vve K 
tn ET (tn), ti — tnl|| & D(T (un41), T(un)) 
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其 中 ,p> 0 是 常数 , D 是 CB(H) 上 的 Hausdorff 度量 . 
下 面 的 结论 在 证 明 算 法 2.11 的 强 收 敛 性 中 起 着 关键 的 作用 . 
定理 2.8 3X (u, LL, V) 是 平衡 问题 QVIP 的 一 个 解 ， (UM 是 由 算法 2.11 
生成 的 近似 解 序列 , 如 果 下 述 条 件 成 立 : 
(i) y(-,:): H x H = (—00, +00] 是 斜 对称 的 ; 
(这 F(,.): Kx Kx K >H SRHT A A XT o) 为 g- 联 合 伪 单调 的 ， 
则 有 
上 au) — A(u)||? € ||A(un) — A(u)||? — lh(unaa) — h(us) |l" (2.82) 
MERA — (u,v) 是 平衡 问题 QVIP 的 一 个 解 , 则 v e T(u), n e Alu) A 
F(n,v,g(v)) + e(g(v), g(u)) — p(g(u),g(u)) 20, VvekK 
由 FO) 与 映射 了 及 4 关于 oO) 的 g- 联 合 伪 单调 性 , 有 
—F(s,t,g(u))-v(g(v),g(u)) -v(g(u),g(u)) 20, VveK,seA(v),teT(v) (2.83) 
分 别 在 式 (2.83) MA (2.79) PH v = una AR v-—uf 
—pF (841, n1, g(u)) + pe(g(tn+1),9(u)) — pe(g(u) g(u)) 2 0 (2.84) 
(h(Un+1) 7 h(n), h(u) ud h(un+1)) T nir 6,41, 9g(u)) 
t pe(g(u), g(un41)) — pel(g(uns+i), g(una1)) 2 0 (2.85) 
由 式 (2.84) 和 式 (2.85) 及 oC, ) 的 斜 对 称 性 有 
(h(Un+1) — h(un), h(u) — h(un+1)) 
— AF 5,44, 1 n4-1: g(u)) — py(g(u), g(una1)) + pe(g(Un+1)s9(Un+1)) 
pp(g9(Unt1), g(un41)) — Pe(g(u), 9(Un+1)) — Peg (sa), g(u)) + pe(g(u), g(u)) 
= p(v(g(tn+1), glun+1)) — (glu), g(tn+1)) 
—9(9(Un+1),9(u)) + e(g(u), g(u))) 2 0 (2.86) 
根据 式 (2.10) 有 
2(h(Un+1) = h(un), h(u) = h(tUn+1)) = | h(u) = h(un) ||? m | h(u) = h(un+a)|I? 
—||h(un) = A(un+1)|\* (2.87) 


vV W 


由 式 (2.86) 和 式 (2.87) 有 


[Alta] — h(u)|* < afta) — h(u)||* 一 [Ah(un41) — h(ux)| : 


2.3 #55) PR OTI T Cd 


定理 2.9 HH 77 IRAE Hilbert 空间 , 如 果 下 述 条 件 成 立 : 

(i) h: H —> H X ik B. 6- 强 单调 的 单 值 映射 ; 

(i) FC): K Xx KXK—5H AG: KOK 均 为 连续 的 单 值 映射 ， 

(iii) (,-): H x H — (—oo, +00] 是 针对 称 的 连续 泛 函 |; 

(iv) T, A: H —^CB(H) 均 为 M-Lipschitz 的 多 值 映射 , 且 分 别 具 有 常数 Yi 和 o: 

(v) FP, ):KxKxK +H 5RAT BRA XT pl) 为 g- 联 合 伪 单 调 的 . 

若 平衡 问题 QVIP 的 解 集 非 空 , 则 由 算法 2.11 生成 的 迭代 序列 {un}，{5n}， 
{tn} 强 收敛 于 平衡 问题 QVIP 的 一 个 解 (u*, s*,t*). 

证 明 ”对 问题 QVIP 的 任意 一 解 (u, pv), 根据 式 (2.82) 可 知 : 序列 {||h(un) — 

h(u)|) AA, AA 


>. |A(un+1) 一 h(un)||* < |Ah(ug) — h(u)|? (2.88) 


n=O0 


由 式 (2.88) 可 得 


| A (uni) n h(un)|| —0, noo 
由 的 强 单调 性 知 
nti— Val +0, m oo (2.89) 
由 于 {jh(un) — hu) 有 界 , 从 而 {un} 有 界 , 故 存在 子 序列 {un} 使 得 un, — ut. 
Al T, 4 均 是 M-Lipschitz 连续 的 , 由 引 理 1.15 可 知 , T, A EFE, 又 由 


引 理 1.16 可 知 , 序列 (s, ) 和 {tn} 分 别 存在 子 序列 (,,) 和 {tn J, 使 得 sn, — 
ota, = € Ale) E(w 


由 式 (2.79) 有 
(h(Un;+1) o h(un,), h(v) baa h(un;+1)) + PF (8n,;41, tn; 41, g(v)) 
+pp(g(v), g(un;41)) — pe(g(Unj+1);9(Un;4+1)) 20, VoEekK (2.90) 
在 式 (2.90) 中 令 了 一 oo 得 


(h(u*) — h(u*), h(v) = h(u*)) + pF(s*,t*, g(v)) + pw (g(v), g(u*)) 
—pe(g(u*),g(u*)) 20, VveK 


从 而 有 


F(s*,t',g(v)) + v(g(v),g(w)) — v(g(u ),g(u)) 20, VveK 
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从 而 (u*,s*,t*) 是 问题 QVIP 的 一 个 解 . 
由 式 (2.82), 对 任何 n 有 


|h(us) — h(u*)]| < lh(us,) — h(u*)]|] +0, à — oo 


FA h 的 强 单调 性 有 


Un > Uu”, noo 


由 式 (2.80) 和 式 (2.89) 以 及 A 的 M-Lipschitz 连续 性 有 


l 
|Sn+1 = Sa || < ( + zH) M(A(un+1), A(u4)) 


l 
S ya { 1+ ——]lta42—U5|| —0, o 


n+1 
由 此 可 得 
| $n v s* || S||Sn = Sn+1|| + |Sn+i 一 sn+2|| +--+. 
F |3n;—1 = Sn; | 十 | Sn, = 5 || — 0, n — OO 
从 而 
Sn — 3” no oo 
类 似 可 证 明 


证 毕 . 


RIE 变 分 不 等 式 与 不 动 点 问题 


本 章 诈 先 介绍 了 求解 经 典 变 分 不 等 式 问 题 的 两 步 和 三 步 投影 迭代 法 , 并 在 映射 
是 余 强 制 的 假定 下 , 证 明了 由 算法 所 生成 迭代 序列 强 收敛 于 非 扩 张 映 射 不 动 点 集 
合 与 变 分 不 等 式 解 集合 的 公共 元 素 . 然后 在 所 涉及 映射 是 单调 和 连续 的 假定 下 , 证 
明了 算法 所 产生 的 序列 强 收敛 到 变 分 不 等 式 问题 的 解 集 与 一 族 可 数 无 限 非 扩张 映 
射 不 动 点 集合 的 公共 元 素 . 最 后 , 在 所 涉及 映射 是 单调 和 不 动 点 映射 是 严格 伪 压 缩 
的 假定 下 , 提出 了 求解 经 典 变 分 不 等 式 问题 的 两 个 不 同 的 次 梯度 超 梯度 算法 , 并 证 
明了 由 算法 所 生成 欠 代 序列 分 别 强 (G) 收敛 于 严格 伪 压 缩 映 射 不 动 点 集合 与 变 分 
不 等 式 解 集 合 的 公共 元 素 . 

设 H AS Hilbert 空间 , 其 内 积 和 范 数 分 别 记 为 C.) A ||- LK 是 H EWE 
"giu. wT: KK >H 为 单 值 映射 ,Pk 表示 H 到 K 上 的 投影 算 子 . 

考虑 如 下 变 分 不 等 式 问 题 : SK uc K 使 得 


(Tu,ouv—u)20, Wek (3.1) 


用 VICT, K) 表示 变 分 不 等 式 问题 (3.1) 的 解 集合 . 
引 理 3.1 ik T: K —^ H RA. Nk(v) := {w E€ H : (w,v-— u) 2 0,Yu € 
K} AK 上 的 正规 锥 . 定义 


Tv+Nx(v), vek 
Av = 
D, 其 他 


则 4 极 大 单调 且 0€ Av SARS ve VI(T, K). 


3.1 一 般 非 扩张 映射 的 不 动 扣 


wS:K K 为 非 扩 张 映射 , 用 FS) 表示 非 扩 张 映射 S 不 动 点 全 体 组 成 的 
集合 . 下 面 的 结果 表明 , 由 两 步 迭 代 算 法 所 生成 迭代 序列 强 收 敛 于 非 扩 张 映射 不 动 
点 集合 FS) 与 变 分 不 等 式 解 集合 VIC, K) 的 公共 元 素 . 

定理 3.2 设 K X X Hilbert 空间 及 LA AGE, T:K—H Xa-43 
44, S: K 一 K 是 非 扩 张 的 且 VIT, K) A F(S) Z G. 给 定 uEK foxy € K, & 
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列 {tn}, {Vr} 和 {zn} HAP HAP A: 


Un = Di. t (1 一 Bn) SPK (En m Al 2d 
(3.2) 


Thtl = OaZ£a + (l—aaj)S(vyau-d-(1—^«)Pxk(ys —AnTyn)), mnm20 


其 中 ， {Qn}, (Bah, {Yn} fo un] 均 为 定义 在 [0, 1] 内 的 序列 ,{Xn} 满足 Doe = la, b] (0 < 


à Z b < 2). 
如 果 


(i) 0 € liminf an € limsupa, < 1; 
tae 1+ OO 


(i) lim ym = 0, Y = 00; 
n—0 
(iii) lim Bn — 1, lim (An+1 — An) = 0. 
则 由 式 (3.2) 所 产生 的 序列 {zn} 强 收敛 于 Pur wyar(syu 
证 了 明 — i x*e€ VI(T, K)n F(S), W z* = Pe(z* — A«Tz*). & Pa := Pr(atn— 
And dX) 和 Ba :一 PK (Yn =x AnT ynin > 0). Fir bou Bj. 
由 式 (3.2) 和 引 理 1.23 有 


| P, — z*| = ||P k (En = AnT2n) = Pk(z* — MTz*)| 
S £s 一 Nal Dg) Lee — AnT x" )|| 


S [zs — x" | (3.3) 
同 理 可 证 
|, — z* < Ilyn — x" | (3.4) 
由 式 (3.3) 有 


lyn — z^ || = ln (x. — z^) + (1 — Bn)(SP, — x")]| 
€ Bs ||zn — x" || + (1 — Bn)||SPp — Sx" || 
S B, ||zn — x^ || + (1 — 85)]| P. — x* | 
S [Bes — 36^ || (3.5) 
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所 以 , 由 式 (3.4) 和 式 (3.5) 有 


[Eai — 2" |= (Enlin — 2") FU — Gn) (Sn + (1 =n) Rn) = z") 
< s llza — £^] + (0. — an) allu 2" 4-(1—54)] Ra — Z ||) 
&(1—wus)lu-z1-O-(1- An) Ya) lta — x* || 


< max(||u — z* ||, zo — c" ||) 


因而 {cn} 有 界 , 从 而 {Pr}, { Rn}. (5P.) (SR), {Tzn} 和 {Twyn} BAF. 
第 二 步 : lim llzn+l z4|| 20. 由 了 一 和 nT 的 非 扩张 性 有 


[Pai — Pall = (Px (Tanti — AntiT2%n+41) 7 Pk(zn 一 和 nrTZnj 
€ |(Zn41 — An41T 7541) = (£n — A«T4)| 
= |(Zu41 — AndiT 541) — (En — An41T za) + (An — Mnt1)T nl 
€ ||(En+1 — AnxiT£n41) — (En — Mn+1T £n) 
(An — An«1)Tz5|| 
和 |£n41 — Tall + [An — Ant lllT En | (3.6) 


同 理 可 证 
|| Ea — Rall & [Yarr — Val [Aa — ÀnaA T wal (3.7) 
从 而 由 式 (3.4) 有 


Yuta — Ynil = ll8naitnai — nTn + (1 — 8541)SPna1 — (1 — Bn) S Prl 
= |!Bn41(@n41 — $n) + (Gn4i — Bn) en 
+(1 — Bati) (S Pati — SPA) + (Bn — Bni) S Pal 
S Bn+1||Pn41 — Ln|| + (1 — 8543)|| Pati — Pal 
[Bn — Bntil(llznl + |]SPrll) 
S ||En+1 — Tn || + lAn = Anil n | 


8s — 8544 |CIzn]| + ||S-Prll) (3.8) 
由 式 (3.7) MA (3.8) 有 


|i — Rall Signe — Znll + [An — Ana Ex] + IIT wall) 
+ |Bn — Bntil(llznll + ILS PAL) 
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令 DU, = S(ynu 十 (1 = ^x) Fo. ); 则 Tn+l = Gara (1 eS An Un 从 而 


|Un--1 — Un — lzn41 — Ta || 
—-|[S(^n«1u + (1 — Inti) E31) — S(9nu + (1 — mn) Ea)|| — ||En+1 — Zn 
&|ln21 — nlu + (1 — 5541) aa — (1 — Yn) Rall — lana — znl 
=||(Yn+1 — Yn)(u Rati) + (1 — 54) (E — Rn)|| — znti — znl 
€ — Tn + lal) + ||Rn+1 — Rall — ||En+1 — Zn 
Xo — nlClul + ES) + [An — Ansa KT] + Tyn] 
+ |Bn — Ballon || + IS Prl) 


所 以 


lim sup(||U5..1 一 Us — ||2n41 — all) < 0 


因此 , E5138 1.20 有 


n—oc 
从 而 
lim |rz441-— z4| = lim (1— an)||[Un — z4|| 20 
n-—2oo m— o0 


第 三 步 : lim ||$R, — Rall = 0. 
由 式 (1.2) 有 


zai — z*|^ = llanta + (1 — o4)S(ysu 4- (1 — Ya) Rn) — x" |^ 
& as ||ra — z"|l^ -- (1 = oa)lS(nuw + (1 — Yn) Rn) = x* | 
S &||zs — 2*||? + (1 — on) Inl — 2*) + (1 — Yn) (Rs — z^)l 
S om [zs — z*||^ + (1 — On) yn|lu— z* | 
+(1 — o4)(1 — 54)| Rs — x* ||? 
< Gallen — z* |? + (1— on)ys lu — z* |l" 
+(1 = o5)(1 — Yn) Ile — AnTya) — (z* — TE) 
ganlzn = 2" |^ + (1 — an) ynllu — z*]|" 
+(1 — o4)(1 — Yn) (llyn — z" |^ + An(An — 2a)|Tys — Tx" ||?) 
S [za — z* |^ + (1 — oa) v«||u — z* |] 


+(1 — o4)(1 — 54)a(b — 2a)||T'y, 一 T'z* |^ 
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所 以 
(1 — o4)(1 — "na(20 — 6)||Tyn — Tx” |^ 
<(1—an)yallu — z* |f" + lla — z* [l^ — lang — x" [^ 
= (1 = an) mlu — z*|? + (lEn — z*|| + Enri — Illes = 2* || = lta — x" I) 
«€ (1 — o4) lu — x" |^ + (len — x*]| + lana — 2* ||) [len — En ll (3.9) 
由 于 


Yn — O(n — 00), |o. — n+l | LT 0, nc 99 
所 以 由 式 (3.9) 有 
Ty — Tz" | 一 0 
由 引 理 1.3(1) 有 
|. — z* |^ = [Pk (ya — AnT'ya) — P(x" 一 AnTx*)||? 

< tn — AnTYn) — (a — AnT'2*), Rn — 2°) 
1 s " * 

= 5 (lm — An Tun) — (2* — A.Tz*)|* + | — z" | 
— | (Un s AnT yn) = (z m AnT x") X (Rn mi z*)|*) 
1 * * * 

< {llyn — 2° |? + Rs — 2° |? — ls — Ra) — An (Tm — T2*) |?) 
] — " | 

5 {yn — £ ll^ + |[Rn — x r= Yn — Rall? 
+2An (Yn — Ra, Tyn — Tx") m Xn ||T yn E Tei’) 


所 以 
Rn — 2" ||? < lly — z* ll^ — lya — Rell? 
42À. (ya = Ras Tys = Te) - 2 (Ton — Te" |? 
€ |za — z* l^ — lyn — Rall” 
+2An|lyn 一 RalllTys — T" | 
从 而 


|zna1 — z*||* =llantn + (1 — an)S(ynu + (1 — 54) Rn) 一 2 
€ o [zs — z* | + (1 — on) mlu- x* |l" 
+(1 —@n)(1 — yn) || Rn — x" ||" 
€ ||zs — a* ||? + (1 — os)vallu — z* ||? — (1 = @n)(1 — Yn) lyn = Rall? 
+24n(1 — a4)(1 — ?n)llyn — Rnll||Tyn 一 Tz | 
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所 以 
(1— Gn) (l = Yn) ln — Ral]? 
€ 2An(1 — an)(1— *n)lyn — Rl Ty — Tz" | 
+(1 = oyimla — z* |^ + za — x* | — ]za«i — z*] 
€ 2An(1 — on)(1 — *n)llya — Fall Tus = T«* | 
T — e opal te — z* ^ + (pes. — 27] + bna — 2" les. = arl — (3.10) 
HT 
(n —0, d[Ty.-—Tz"| 90, En Enti —^0, m- oo 
所 以 由 式 (3.10) 有 |lyn 一 Ra|| — O(n — oc). 
为 一 方面 
jim |SR, —Us||— lim ||SR, — S(ysu + (1 — In) Rn) 
< lim ?&||u — Rn|| = 0 
Jim ||z, — yn = lim (1 — BNSF — z4]| = 0 
所 以 由 


|S Rn E Ra | < |S Rn E Un F [Up = Tr | FS = Yall + ln = Ben 
TIS SRy = Rall — 0(n — oo). 
第 四 步 : lim sup(u — 40; Ry, = zo) < 0, 其 中 e) = Pvt, K)nF(Syu- 


TL — OO 


选取 {Rn} 的 子 序列 {Rn} 使 得 


limsup(u — zo, S Rn — zo) = lim (u — zog, S Rn, — 20) 
noo 1—00 


由 {Ra} 的 有 界 性 知 , 存在 子 序列 {Rn} BKAFF 2. 不 失 一 般 性 , 假设 {Rn} 
IAAF z. AF |SR,- R,| 一 0, 所 以 SR， 弱 收敛 于 z， 接 下 来 我 们 证 明 
z € VI(T, K)n F(S). 首先 证 明 z e VI(T, K). $ 


| Tv+Nx(v), veK 
Av = 


vAK 


则 A 是 极 大 单调 的 . $ (v,w) € G(A), 其 中 G(A) ={(2,y): y € Ar}. Hw-Tv e 
Nev 和 Ry € K, A v—R,,w-Tv) 2 0. 同时 , 由 Ra =Px (Yn — AnTYn), 有 


(0 — Fay kon — s — Ant Bj s D 
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即 
e NS Ita T Ty.) 2 0 
所 以 
(v — Ry,,w) > (v — Rn Tv) 


2 (v = a ; Tv) m (v n En; “nt n 


FE. ~ n 
=(v 2 E, ;4 V = T Jn; z Rm) 


=W— Ry, lt- T Rn) + = Ay, DE = T Un) 


it. = Un 
— = Hs ] Mao. S ie S 
c i An; ) 
Rn 


Sy Ra: TEn —Ty.)— (1 ~ Ri. Au ate (3.11) 


ATH T EREHE, || Rn, — yn, || — 0 和 式 (3.11) A, 4 i — oo 时 ,(v — z,w) > 0. 由 
A 的 极 大 单调 性 有 z ET-10, 从 而 z © VI(T, K). 


现在 证 明 z e F(S). 假设 2 g F(S). 由 引 理 1.19 有 


lim inf | Rn — z|| < lim inf | Rn, — Sz|| = lim inf |; — SRn, + SRi — S2|| 
< lim inf (|| Rn, 一 S Rn; | + ISR, — Sz||) = lim inf IS Rn: — Sz 
< lim inf IR, — zll 


AS. 因而 z € F(S). 
因此 由 引 理 1.3 及 | SR 一 玉 一 0 有 


lim suplu — zo, Rn — zo) =limsup(u — zo, S Rn — zo) 


n— 00 n— 90 


= lim (u — zo, S Rn; — 20) 
1—^OQ 


= (u — zo, Z —29) <0 (3.12) 
第 五 步 : lim lEn — Z|] = 0. 
由 引 理 1.22 有 
[Ent — zoll? = llea(za — 20) + (1 — ea)(S(*nu + (1 — Yn) Rn)) — zoll? 
€ anlzn = zoll? + (1 — an) |lynu + (1 — 3a) Rs — zoll? 


Gn] $a. — zoll” + (1— an) Yalu — 29) + (1 = Yn) (Rn — zo) ||? 
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< ca [a — zoll" + (1 — on) [C1 — i) || a — zoll 
2(ya(w — 2o); nlu = zo) + (1 = yn) Ra = 29))] 

< Gn jn — zoll” + (1 — Gn) (1 — Yn) zn — zoll" 
+2yn(1 — an) [nll — zoll? + (1 — Yn){u — zo, Rn — zo)! 

= (1 — mil — e))lza = zoll + ^m(1 — on) [2ynllu = zo |^ 
+2(1 — Yn) (u — zo, Rn — zo)] 


H S n = oo Fil Y 一 ün) = oo, EH lim Yn = 0 和 式 (3.12) 有 


n=0 "nz 


lim sup[2; ||u v zoll? T 2(1 Yn) (u — 20; Ry — z9)] 


TL— Co 


«2 lim nv — zoll + 2 limsup(1 — yn) (u — zo, Rn — zo)] 
n-—*o090 TL— oo 


—2 lim (1— 44) - limsup(u — zo, R4 — 29) S 0 


因而 由 引 理 1.11 有 |en 一 zo|| 一 0(n — oo). 
接 下 来 我 们 考虑 三 步 迭 代 算 法 . 
定理 3.3 设 K 是 实 Hilbert 空间 H AZAL, TT: KOH žag 
强制 的 ,S : K 一 KK 是非 扩张 的 且 VIT, K)n F(S) 42. Be uc K,ro € K, 序列 
tn 和 {Zn} 由 以 下 算法 产生 : 
Yn = Bn&n + (1 — Bn)SPK(Ln — MT En) 
Zn = [inta + (1 — fin)SPr (yn — AnT ya) (3.13) 
Lnti = Ann + (1 — an) S (ynu (1 — ya)PK (en — AnTZn)), nm 20 
其 中 , {an}, {Bn}, (95) Fe (us) A eS [0,1] 内 的 序列 ,{An} 满足 An € [a b)(0 < 
a<b< 2a). 
如 果 


(i) 0 < liminfa, € limsupa, < 1; 
noo PENA 


» 
(i) lim 44 —0, >》 yn, = co, lim pon = 1; 
TeL— OO 0 Tl o0 
n= 


(ii) lim (n+ — Bn) = 0, lim (An+1 — An) = 0. 
则 由 式 (3.13) 所 产生 的 序列 {rn} BRAF PvT, k)nr(s)u- 
证 明 — € *eVIT,K)n FC), lll z* = Pe(zt*—AXTz*). € Py = Pez, = 


Nn a), Qu pe Pr (yn = Apnd Bes) 和 Ra = PK (Zn = And Zn) (Vn 2 0). 下 面 分 五 步 来 
证 明 . 
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第 一 步 : 序列 {rn} AR. 由 式 (3.13) 和 引 理 1.23 有 
| Pn — z^ 1 < (zn — AnT En) — (z* — AnTx*)|| < |En — z* | 
同 理 可 证 
Qn —-2"|| & lys —x*], Ra — x" l| < lan — «* | 
由 式 (3.14) 和 式 (3.15) 有 
lys — z"| S |En —z*]. dz. —c'|| < [za — z* | 


所 以 , 由 式 (3.15) 和 式 (3.16) 有 


. BY 


(3.14) 


(3.15) 


(3.16) 


|z541—2z*|| € (l-an) Yn |[u—2"||-+-(1—(1—@an) yn) En = "| < max{||u—z* ||, |zo—z* ||} 


因而 {en} HR, 从 而 {Pa} (Qu {Rn}, SP) {SQn}, {SRn},{T2n},{Tyn} 和 


{7Tzn} 均 有 界 . 


第 二 步 ; lim Pra z Eyll = Q. 
905—*o00 
由 了 一 入 7T 的 非 扩 张 性 有 
Pati — Pall € |zn43 — Br || + }An — Anil zs || 
同 理 可 证 
Ona 一 Qi || S jy — Yall + [An 一 Àn4A [IT a |l 
|| Rn+1 me Rn < | Zn4-1 m Zn || + Ag An+1|||T2n|| 
从 而 由 式 (3.13) 有 
\|Yn+1 — yall < [TEn ET Trill + |An 一 An+1\|||Trn|| 


+|8n — Bn41|(l2n|| + || SPrll) 
eed — 25] S nen — Ealt |Àa — Àn2 [CI En || T I T'ynll) 


tia — Batil(|enl] + SQ) + [Bn — Buil Czn || + ||S-Prll) 


所 以 


[Rari — Rall S Enti — all + lAn — An+1|(\|L2n|| + Tynal + Tzal) 


"Fin 一 Pn+1|(||Ln{| + |]SQn|]) + 185 — Bn I] || + || S-Prll) 
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A Un = S(r xa (1 = iw) Fen ))s 则 Xn] = OX (1 Og, Un: 从 而 


[Unyi = Un = Enti = «|| S Pasa — Yn (il + Razil) 
十 | 和 An 一 An+il(||L'2n|| + Ty + Td) 
十 | 同一 Hn [C] | T |S Qnl|) 
Bs = Bn 33 Cla | EE IS Pall) 
所 以 


lim sup(||Un+1 = Un|| — ||zn41 — zn ||) < 0 
TL — CO 


因此 , 由 引 理 1.20 有 


lim |U, —z&4| =0 
"n 
| £41 一 本 由 三 (1 E an) ||Un = + 到 | —0, n= œ 


第 三 步 : lim ||SRa— Rn|| = 0. 
由 式 (3.13) 有 


læns = z"|l* < llen = *|* + (1 — os) llu — z* ||? 


-H(1— &4)(1— 44)a(b — 2a)|[T'z, — Tz* ||" 

所 以 

(1— e4)(1 — 4)a(2a — b)|[T'z,, — Tz* ||" 

«(1 — oa)» |[u — z* ||? + Clan — 2*|| + lans — wD ln — «ill 
所 以 Tz, — Tx*|| — 0. 
由 引 理 1.3(ii) 有 
B 1 * || i 
|. — € J^ < 5 Vn -g |^ + ||Rn— x |^ = |l2n — Rall” 
325524 — Ra, Ten — Toe) — X Taa —T2*||*} 


从 而 


|En — z*|" S |En — x*||? + (1 — an) mlu — zl 
=(1 = anl = Yn) Za ES Ryl” 
Tint — Ani — in) || = E || [T 2 Tx" | 
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所 以 


(1 — o )(1 = a)l zn — Rall? < 2An(1 — o5)(1 —5)]z» — Rall za- Tx” | 
+(1 = an) yn|lu—2*||? 
(zs — 2" || + ent — 2" |) [lan — £44 l| 
所 以 ||zn — Ral| = O(n — oc). 
5 Fi (A 
lim |$R, —U,| € lim nlu — Rnll = 0 
lim |z, — zn = lim (1 — pn)||SQn — z4|| = 0 


所 以 


[S Ra — Rall S [Sha — U, || T [Un — Fall 


[zs — 2n|| + llen — Rall > 0, n— oo 


第 四 步 : lim sup(u 一 Z9; Rn 一 zo) < 0, 其 中 z0 = PVT, K)nF(s)u- 


Ti —* OQ 


W {Ra} 的 子 序列 {Rn} 使 


limsup(u — zo, S Rn — zo) = lim (u — zo, SRn, — zo) 
noo e FADO 


由 {Ra,} 的 有 界 性 知 , 存在 子 序列 {Ra} SKAF 2. 不 失 一 般 性 , 假设 (Rn) 88 
收敛 于 z. 由 于 ISR, — Rl — 0, 所 以 SR， 弱 收敛 于 z. 类 似 于 定理 3.2 的 证 明 
可 得 z e VI(T, K)h F(S). 


因此 , 由 引 理 1.30) 有 


lim sup(u 一 zo, Rn — zo) =limsup(u — zo, S Rn — zo) 
TL— oo n— so 


= lim lu = 205 S Ea. = zo) 


= (u — žo, Z —29) <0 
第 五 步 : lim ||2n — zol| = 0. 
由 引 理 1.22 有 


|zatri — zoll? 
€(l-^5»1l- OG )) £m 一 zo ||" 


Tol u Qn) 2^5. || u zol? $ 2(1 ~~ Yn) (u — 20; Rn 一 z0)] 
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由 
DO 
2 m= 
n-O0 
AH OO 
p» Yn(1 — An) = oo 
n=0 
由 
lim Yn = 0 
A 
lim sup[2^, ||u = zo||? + 2(1 = yn) (u = zo, Ra = zo) | 
<2 lim ^&|[u — æl + 2limsup(1 — *4)(u — zo, Rn — zo) 
FSO noo 
<0 
因而 由 引 理 1.11 有 


[£n — zoll —^0, m-— oo 
注解 3.1 ”关于 两 步 迭 代 法 (3.2) 和 三 步 迭 代 法 (3.13)， 有 两 个 方面 值得 注 
€: 一 方面 ， 和 迭代 法 (3.13) 并 不 是 迭代 法 (3.2) 的 简单 推广 , 即 在 式 (3.13) 中 令 
Un = 1(n 之 0) 后 得 到 的 算法 与 式 (3.2) 是 不 同 的 ; 另 一 方面 ,定理 3.3 中 关于 数列 
{Bn}(n 2 0) 的 假定 要 比 定理 3.2 中 的 更 弱 . 
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? | 
Li = S "(ky / 81) Sy, Si 一 区 ha [ 2 1 (9.17) 
j=1 j=l 
式 中 ， {kj}, 满足 k; 20 H. 
Y kj k« oo S; = TPR, (3.18) 
j=1 


其 中 , {Kj} 是 H 的 可 数 无 限 的 非 空 闭 凸 子 集 , {T}, 是 K 到 K; 上 的 可 数 
无 限 的 非 扩 张 映射 . 

& Ko := K, F = Mizi Fiz(T;) A Fiz(T;) = {z € Ki : 2 = Tix) Fix(L;) = 
{e € Kta = Iyah 
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对 re Ko, 定义 
r(x) = x — Px, (x — T(z)) (3.19) 
显然 , 我 们 有 x E VIC, K) 4AM r(x) = 0. 


接 下 来 我 们 介绍 求解 变 分 不 等 式 问题 (3.1) 的 如 下 混合 超 梯度 算法 . 
算法 3.1 选取 zo € Ko, 8 € (0,1), ye (0,1). 4- i — 0. 


步骤 L; 对 ri € Ko, 计算 
yi = Px, (zi — T(z)) 


zi = (1 — Wm) + hyi (3.20) 
HP n=, ni 是 满足 下 面 不 等 式 的 最 小 非 负 整 数 n: 


(T (zi) 一 T (Ti 一 了 r(z;)) < à||r(z;)||? (3.21) 
步骤 2. 计算 
t: = Paink, (xi) 
其 中 
H; = ic e Ko|(x ES 2i, T'(z%)) =< 0} (3.22) 
步骤 3. 计算 


Wi = QjiT0 + (1 = a;) (Bix; T (1 = Be) Liti] 
其 中 , {a;i} C (a,b) (a,b € (0,1)) HS 4 —^ oo HA ai — 0, 对 c,d € (0,1) 有 
{ (3; c [c, dl. 
步骤 4. 计算 


Zi = PQ,nM (Zo) 
其 中 
Qi 2 (x € H : |w — zl? < |z: — zl + os(lxoll + 2(xi = 20, ))) 
M; = {x€ H : (2; = 2, x0 — ži) 20) 


步骤 5. Æ r(x) = 0, 停止 , SR), 回 到 第 一 步 . 
以 下 的 三 个 命题 在 证 明 由 算法 3.1 所 生成 迭代 序列 的 强 收敛 性 中 起 着 关键 
作用 . 
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E 3.4 “假设 Li WH, (3.17) 和 式 (3.18) 定义 , # F = niji Fiz(T;) 且 
Fi2(T;) ={2 € K;:r— Tir), Fix(L))- (€ K: : c= Lyx}, RA Li LAT RH 
HFC edo 

uEBH ”显然 , 对 任意 的 映射 S: K — K 有 Fix(S) = Fiz(SPk):— (p€ H : 
SPxp =p}, 所 以 F = njsiFiz(T;) = njsiFiz(S;), 其 中 5; = T;Pk, 是 定义 在 五 
上 的 非 扩 张 映 射 . 

由 式 (3.17) 和 式 (3.18) 知 


-2 = Ls s; =F € (0,1) 


n 


且 E s;=1. 由 引 理 2.2 All, S 是 非 扩张 的 且 Fix(S) = F. 
"T" 因 对 所 有 的 7 > L. 有 r € Fiz(S;), 所 以 


因为 
[|Liw — Liyl 


Y: (E;/s)) Sz ~ Y: (k;/s:)5;y 
= 


j=l 


z (k;/s:)(S;2 — mu 


< ip — yl 
< js 一 | 


所 以 Li 是 非 扩 张 的 . 
命题 3.5 ”假设 映射 了 : Ko H 是 单调 和 连续 的 , VI(T,K OF z 2. X€ 
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r* € VIT, K) A F, 则 对 算法 3.1 生成 的 序列 {ri}, (wi {ti}, 有 


T = i l= Ji * * 
Loit, — till? < ||wi — z;l[(]|ws — x*|| + lxi — x" ll] 
+a; (llzoll? + 2(2; — £o, T*)) (3.23) 
(1 — aj) (1 — fi) (uem) ? Ilr (wi) ||" < lw; — zs] [jwi — x*|| + zi — x" |l 
i DP IT| UF i E 1 i Ji i 


tei (lzoll? 4-2 (ti — to, z*)) (3.24) 


WEAR ”类 似 于 文献 [133] 定理 2.1 的 证 明 , 可 得 


ni(r (xi), T (zi) 


lt; — z*|* < lx; — z" ||? — ||x; — tl +2 
| ; IT (zi)? 


(Z ==- te, Tn) (3.25) 


因为 z-—(1-mi)zi- "iyi, 故 


me(zis.T(G), —, py min) TE) LL erm, 
IT (2;)||? ( i A3 t i)) IT) | ( Th ( id( i)) 
— miriti) T (2i)) 2 
Teal a 


利用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 有 


本 人 
i amirin T laaa 1 
S 22 rp! 十 5 liza - ul] (3.27) 


因此 , 由 式 (3.25) 式 (3.27) 有 


mir (xi), T(zi)) y 
IPACAMI 


2 1 
) 十 gli -= til? 


[5 — 2" |" < les — z*ll — Ie al — 2 


mir(2i), T(zi)) 
I (z) 


. l 
= |[z; — z*||* — 5 liti — til" 


+2( 


HH z* e VI(T,K) OF AF c Fiz(L;)  x* € Fix(L;). 所 以 


|t; — z* | € elio a ||? + (1 — ce) Billai — 2* |? + (1 — e4)(1 — B) || Lit; — z* |l 


Sailo — 2*||* + (1 — abill: = z*| + (1 — o3)(1 — Bi) [Iti — «|l 
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< oillzo — z*||* + (1 — o;)A||z; — x" | 
"EE 
+(1 — o) — 8;)(lz; — xz*||* — z Iti -= till) 


= o;|zo — z* ||? + (1 — os)]|z; — z* ||? 


一 ci) 一 点 
NU C ES oe Bi) s, = til? 


= n — 2*||? Fallo t = lei — 2° l^) 


aa x PO s, — til 


= |£ — z*||* 十 o (|o ||" an æl? T 4 - r9,r")) 


m x PS s, - áp 
« |lzi = z* |^ + os(l|zoll^ + 2(xi — 20, z*)) 


(1 — o4)(1-— Be) eT 
-p= 
< |z; — z*||* + os(lzo||* + 2(xi — xo, 2*)) (3.28) 


根据 式 (3.28), 对 所 有 的 ie N, 有 


(1 = o1 = Bi) 


7 Iz; — till? < |r: — x*||? — wi — x*||? + oi([|zo||* + 2(ri — xo, x*)) 


< |; — 2; Ios — 2*||-+ lag — e] 
+a; (||xo||? + 2(r; — zo, 2*)) 
再 次 运用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 得 到 


mi (r (ri) ,T (2i)) ln; — t, T (2) « (r (xi), T (23) 


Ti — t; X Zi 
) T(z WV? 
ie (Gano ea ul aa 


由 此 , 从 式 (3.25), 式 (3.26) 和 式 (3.29) 可 得 


lw; — z*| < oi||zo — z*|[^ + (1 — o5) Billz: — x* ll^ 


| EE. 2 
+(1-a) — &) 区 "a (= | eof 


IT (24) | 


2 2 
= oi||zo — z* ||" + (1 — ai) zi — x" || 
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we. aep 3 
—(1—o)t(1- 8) tae ir (za 


2 2 , 
= liz — 2] + œ (Ilo — 2*||? — lins — 2*1?) 


Wl s sia 
-ü-a)0- 4) (FED) ir (ea 


x2 2 2 " 
= [ixi — 2* |? + es (lzoll? — lzi]? + 2 (zi — 20, 27)) 


AAN? 
— {1 — œ) (1— fA) (or) Ir (xa) II" 


x ||2 2 . 
< zi — ^ I + os (zoll? + 2 (s — 20, 2°)) 


Hic. 2 
— (1 — o4) (1 — Bi) ES |r CB (3.30) 


因此 , 由 式 (3.30) 得 到 不 等 式 (3.24). 

命题 3.6 X VI(T. K)^ £F z e, W 

(1) Tij] 有 定义 ; 

(ii) |z: — zoll € |Izi«1 — zoll € l|zo — Pvyir(z, RNF (zo): 

证 明 (O) 我 们 只 需 证 明 M; Q; 是 Hilbert 空间 H 中 的 非 空 闭 凸 集 . 首先 ， 
我 们 证 明 , 对 任意 的 ie N, MOQ; BAGH. 显然 , 对 任意 的 ;is N, Mi EAM 
NH Q: 是 闭 的 . 因为 


lw — zl < lz — Il? + esl || + it: — £o, z)) 
等 价 于 
((1 -— Oi Ti 十 QiT0 一 Wi, X) = Gs — Wy, Li) = g lwi = zi 十 z zoll 


因此 , Q; 是 凸 的 . 接着 我 们 证 明 M; neQi 是 非 空 的 . 假设 VIT, K) NF c Mi. 因为 
Til] = PonM, (to): 所 以 ， 对 所 有 Z € VI(T, K) Pus c Qi 1 Mi, 我 们 有 


(Z;41— To, Z — 2441) 2 0 


因此 VI(T, K) AF c Mia. 故 得 证 . 
(ii) 由 于 
(7;-—2,% — ti) 20, Vre M; 
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所 以 zi = Py, (xo). iH ri+1 € Mi 知 

lzi — zoll = ||PM (xo) — zoll € ||Ti+1 — zo|! (3.31) 
注意 Pyiraonz(zo) € VI(T, K) OF c Mia, 因此 


| zi — oll = |P m (z0) — zoll € lPvicr,keynz (x0) — xoll (3.32) 


故 根 据 式 (3.31) 和 式 (3.32) 有 
|z: — Lo|| € ||zi — zoll < lzo = Pyicr,joz (ro) l| 


下 面 的 定理 说 明 由 算法 3.1 生成 的 序列 {zi} RUB VIT, K) A F 的 某 个 
TOIR. 

EH 3.7. 设 {K;}?20 RH PHTRKARHASA STR, 映射 了 : Ky H 
是 单调 和 连续 的 , {Tj} 是 K; 到 Kj 上 的 可 数 无 限 的 非 扩张 映射 , VI(T, K)n F A 
Ø, F= 0, Fiz(T ;) A Fix(T, EREET A rt = T,r). 则 由 算法 3.1 所 产生 的 序列 
[xi] {wi 4 (t } 强 收 敛 到 z* € VIT, K) n F, RP z* = Pyr, — 

证 明 根据 引 理 1.18 和 命题 3.6(ii), 我 们 只 需 证 明 welei) c VI(T, K) NF. 分 
四 步 证 明 我 们 的 结论 . 

第 一 步 : zi+i 一 zi 一 0, — xil] + 0, lz: — till — 0, || Dim; — zil] 一 0. 

由 于 zi+1 Pony (zo), 所 以 对 所 有 的 z* € VI(T, K)n ,有 


| 本 sa — Boll < |e" — zal] 


因此 , 序列 {x;} AF. 由 命题 3.6(ii) 知 lim ||z; — z| = € < oo. 
在 引 理 1.3(ii) PS y= tui 和 z= zo, 有 


leir — mll < zir — zoll? — ll: — zoll? (3.33) 
因此 
lzi — mi 70, i0 (3.34) 
由 Tii E Q; 有 
[es — wall S loa — eiel? Hallio? + 2(zi — xo; 2:41) (3.35) 


因为 (xi) AFH ai 一 04 一 0), 所 以 由 式 (3.34) AIK (3.35) 有 


lw; — zi+ı|| > 0, i—0 
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从 而 
|w; — zi|| + 0 (3.36) 


由 {zi} 有 界 知 {wi} AFH. 因为 (oi) C (a,b)(a,b € (0,1)) E {8} C [e d(c,d € 
(0, 1)), 所 以 从 式 (3.23) 和 式 (3.36) 可 得 


lzi = til — 0 (3.37) 
因为 
lat; — gl 
O i l 
-a + gag n tà 
Og l 
< ü — aj t — £o|| + fiona — Liti|| 
Qi 1 
< ETT = gg EI Gaga = gil 
1 
+i aj le — Ti || 
所 以 
1 
pi~ (T= aya) hit ~ all 
ai "UN NN 
< Uaa" Ex To || 十 (1 = "m | Di Ti || (3.38) 
由 于 L; 是 非 扩 张 的 且 z* € Fix(L,), 所 以 
|. Lit; = xo || 
S Liti — z"*| + |£" ~ xoll 
< ||Lit; — Liz*]| + ||z* — toll 
< |t; — z*|| + ||z* — xol] 
因此 , 从 {ti} 有 界 可 知 || Lit; 一 zol AF. 从 而 由 式 (3.38) 知 
Ibit; — l| — 0 (3.39) 


因为 

Lizi — zi 

|| La; 一 Lt || 十 I Lit; 一 zll 
| 


< 
S |2&— tal] + [st — x] 
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故 从 式 (3.37) 和 式 (3.39) 可 知 
| Liv; — zi + 0 (3.40) 
第 二 步 : + (v,u) € G(T), W 
u€ A(v) = Nx(v) + T(v) 


从 而 
| u— T(v) € Nx(v) 


因此 
(vu—z,u—T(v) 20, Vee K (3.41) 


Seo= pi = Tln y= v; 由 引 理 1.3(i) 知 
(z; — T(zi) ^ Px (ai — T(zi)) Px (ai — T(ai)) — v) 20 


即 
(ai = D(a) — te, Yi — 0) 2 0 (3.42) 
EA ti € K, 故 由 式 (3.41) 有 


(v—t;,u—T(v)) 20 (3.43) 


根据 E 的 有 界 性 和 T 的 连续 性 知 ， {yi}, {2} 和 (T (2,)] 是 有 界 的 ， 根据 
{ai} 和 {6B;} 的 假设 , 由 式 (3.24) 知 


lim mllr(zal2 =0 (3.44) 


如 果 lim sup mi = 0, 那么 lim inf Ir) — 0. 因此 , 存在 {zi;} -ASRA T 
且 分 别 存 在 {zi} 和 (yi) 两 个 子 序列 12, } 和 {yi}, 使 得 


lim ||zxi, — yi, || = 0 (3.45) 
i—oo 
和 
ti =g; j— co (3.46) 
HT 


Iti, — tal S egi; — Be, ll + des, — Hl 
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故 由 式 (3.37) 和 式 (3.45) 知 
Jim lw — t; l| =0 (3.47) 
从 而 由 式 (3.43) 可 得 
(v —t5,u) > (v — ti TQ) 
2 (v — ti,, TW) — (xi; = T(zi) = Vis Vi — v) 
= (o — ti, T(v) - Tti,)) * (9 — t Tt) 
- (v — yis M — Ty) — (o — py T Gris) 

> (v — t, T(ts,)) — (v — Ws — 24) — (0 — Wu Tri) (348) 

其 中 , 最 后 一 个 不 等 式 可 根据 T 的 单调 性 得 到 
由 于 T 是 连续 的 , 对 式 (3.48) 取 极限 有 


(v—Z,u) >0 


因为 工 是 极 大 单调 的 , 所 以 元 ET-1(0), He z e VICT, K). 
假设 lim m = 0. 根据 m 的 选择 , 由 式 (3.21) 知 


blr (xs) |? < (T (25) ^ T(zi — 5" * 7(Z))) 
= (T (zi) — T (vj =y ngir(zi))) (3.49) 
在 式 (3.49) PS i 一 oo, 由 {ai} 有 界 并 根据 r(-) AT 的 连续 性 有 
Ti — yi —r(ri) — 0 
类 似 前 一 种 情况 的 证 明 , P4 z e VI(T, K). 
第 三 步 ; ref. 
假设 TE AT. 由 引 理 1.19 和 引 理 1.17 知 
lim inf ||z;; — z| 
j—oo 
< lim inf ||z;; 一 工本 | 
7 一 cc 
< lim infissi, = Lis l| + Gage, = T$ || 12395-3191) 


< lim inf(|zi; = Li,ti; | T | Li; zi; = TTi, | + IEZ? = ||) (3.50) 
jo 
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由 于 {zi} 是 有 界 的 和 {5;} 是 非 扩 张 的 , 则 存在 C > 0 使 得 C = sup [| Siz; < oo. 


Al se 
^d — 了 zi 
l 
E E kSj i Y. RSi 
Si j= k j= 
1. L | 
p > kj Sj Ti k P» k;5;ci 十 天 p» kj S52; 
2 I= $521 g=t+ 1 
k 一 1 
~ E paali, PET 
< C(k — si) +5 » k; 
ok j—i-r1 
C oo 
= J 
QT 
由 于 当 d co 时 D k; — 0, W 
j=i+1 


因此 由 式 (3.40) 和 式 (3.51) 可 得 
lim ipf ei =T] < lim inf |ru = x| 
j—oc joo 
矛盾 , 故 得 证 . 


第 四 步 : 唯一 性 . 
设 (r4) 是 (zi) 的 另 一 个 子 序列 且 zi, 一 T. BE m AT, 根据 Opial's 条 件 得 


lim ||zi — T || 
1— oo 


= lim inf ||z;; — z| < lim inf ||z;; — z|| = lim ||x; — Z| 
7 一 CO 7 一 cc i—oo 

= lim inf | z;, — z|| < lim inf ||z;, — z|| = lim ||z; — T|| 
k—oo 大 一 DO 1 一 DO 


7B. 故 得 证 . 
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ru(£):— £ — Pg (z — ggl()) 
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其 中 , > 0 为 常数 . 根据 引 理 1.30), 易 知 
z € VI(T, K) & r,(z) =0 (3.52) 
易 证 
lAs + (1 — Ny = Allel? + (1 -Ny 
—A(1—A)|la—yll?, YAE [0,1], Yzy € H (3.53) 


现在 我 们 给 出 寻找 VI(T, KK) F(S) 公共 元 素 的 如 下 混合 次 梯度 超 梯度 算法 . 
算法 3.2 thay cK , FH p> 0 和 序列 {an} C (0,1], {Bn} C (0,1). 4 
p =U. 


步骤 1. 计算 
yi; = P(x; — uT (2;)) (3.54) 


Æ r,(r;)-0, 则 z; € VI(T, K). 
步骤 2. 计算 zi := Pu, (vi —uT(yi)), 其 中 


H; := {x € H: ((xi — pT (ai)) — yi £ — yi) < 0} (3.55) 
步骤 3. 计算 
wi := (1— oi)m; + a;[(1 — Bi)z; + BiS zil (3.56) 


to X& y; = rj Few, = ti, 则 zi € VI(T, K) A F(S). 
步骤 4. 计算 miu := Ponp (xo), 其 中 
Ci := {T € K : (ti — T, £o — 2;) > 0} 
Dj := {x € K : |w; — x|| € |[z; — xll) 
A~ji:=i+1, 回 到 步骤 1. 


注解 3.2 PRIA Hi 是 半空 间 , 其 边界 超 平面 在 点 Yi 支撑 集合 K. 
注解 3.3 根据 引 理 1.3(i) FA (3.54) 有 


((m;— uT(r;) —w.r—yi)&0, vrek 
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在 后 续 证 明 中 , 我 们 需要 下 面 的 假定 : 

(A1) T:K — H ÆW: 

(A2) T 是 7-Lipschitz 连续 的 , 其 中 0< y< 1/p; 
(A3) 参数 序列 {an} 和 {8n} 满足 下 面 的 条 件 : 


0 < liminf o; < limsupa; < 1 
0 < lim inf B; «€ lim sup 9; « 1 
(A4)S : K — K 是 0 严格 伪 压 缩 映 射 , 其 中 be [0,1 — 5),8 := lim sup ĝi. 
注解 3.4 如果 了 是 单调 的 , 则 了 是 伪 单 调 的 . MA, wRRHT 是 伪 单 调 
的 , 则 对 任意 z* € VI(T, K), 有 
(Tw T= 20, ek 


Bl th, 解 集 VI(T, K) 能 被 刻画 为 一 族 半 空间 的 交集 , 这 意味 着 解 集 VIT, K) AA 
Jk. 所以, 根据 引 理 1.4, de € VI(T, K)NF(S) AS, 则 集合 VI(T, K)n F(S) 是 
CIE 

下 面 的 命题 表明 算法 3.2 中 终止 准则 是 合理 的 . 

命题 3.8 w Æ ru(r;) = 0, 则 z; € VI(T, K); 3e XX y; = 2; Hw; = zi Wi 
zi € VIT, K) N F(S). 


WEBB WÈ ruli) = 0, 则 根据 式 (3.52) A x; € VI(T, K). MER y; = xi, W 
ralz) = 0, H. 


zi = Pg, (zi = uT(zi)) (3.57) 
根据 引 理 1.3( 和 式 (3.57) 有 
(Yy — zi, £i — uT (zi) — z <0, Vy € A; (3.58) 
根据 注解 3.2 和 式 (3.54) 有 yi € K C Hi. EA (3.58) PS y:— y, 有 
(yi — zi, zi — UT (xj) — zi) < 0 (3.59) 
根据 H 的 定义 有 
(24 — ns — WT (a) — we) < 0 (3.60) 


根据 式 (3.59) MA (3.60) 有 ly; — zi ||? < 0, 因此 |y; — zi? =0. 所 以 y; = z;. 如 果 
wi = zi, 则 根据 式 (3.56) A Sx; = zi, M zi € F(S). 
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下 面 的 三 个 命题 在 证 明 算 法 3.2 所 产生 的 序列 o) 的 收敛 性 时 起 着 关键 的 
作用 . 
命题 3.9 BRS: KOK 是 I- 严格 伪 压 缩 映射 如 果 z* € VI(T, K)NF(S), A 


jwi — 2* ||? < (1 — os)llzi — x" olz- 2* l^ 


—QiBi(l —0— Bi)||S zi — z; ||? (3.61) 
证 明 — XE r* c VI(T, K)n FG). 根据 |- ||? 的 凸 性 和 式 (3.53) 有 


jw; — 2* ||? = (1 — a) (ai — z*) + os[(1 — Bi)zi + Psa — 2*]|I? 

«€ (1 — o;)||zi — zl + os] (1 — Bi)zi + 8:52; — x" ||? 

= (1 — o;)|zi — 2* ||? + os||(1 — Bi) (e; — 2*) + Ai(Sz; — 2*)||? 

-(1- oz; —w | + ex(1 — )llz; — 2* |)? 
t Bil S2; = z*||^ = &(1 = Al Sz = zill] 

«€ (1 — oi)||zi — z* |? + e4[(1 — &)llzi — z* I + Billa — x" | 
+0BillSzi — zil? — 8:0 — Bi)||Szi — zill?] 

= (1 = az -s ||" + lls -2 


-iQ — 6 — B;)|Sz; — zll? 


其 中 , 第 二 个 不 等 式 是 根据 映射 S 的 和 -严格 伪 压 缩 性 质 . 
命题 3.10 HeH T 是 单调 的 ,S 是 及 严格 伪 压 缩 映射 . 如 果 Tz* € VI(T, K)n 
F(S) BE wy « 1, Wy 
(i) la — 2” ||? < lle; — |]? = (1 — u^*)lru (wa) ^; 
(ii) ||w; —2* ||? < [zi — z* ||? — (1 — n2? oll (24) ||? — o (1 — 8 — 8) || S; zll. 
证 明 HF ozr*e VI(T, K) Bl y; € K , 2 


(T(r')y-2z)20 
根据 映射 了 的 单调 性 有 

(T(yi. yi — 2") 20 
因此 


(T(yi), zi — x") 2 (T (yi), zi — yi) (3.62) 


`. 74- 第 3 章 ” 变 分 不 等 式 与 不 动 点 问题 


根据 步骤 2 有 
(5; — Yas (n — BT (2) — yi) S0 
所 以 


(zi — yis (Ti — UT (yi)) — vi) 
= (2 一 4, 一 wT (x; ) — Vi) 
tui — yi T (xi) — T(yi)) 
S ui — yis T (xi) — T(yi)) (3.63) 
id qi = i — UT (yi), WA 
lai — z* ||" 
- ||Px (a) — x*|f* 
— (Px(qi) — di - di ^ x^ ,Pk(qi) — qi - qi — z^) 
= lai — x* ||? + Ilgi — Px (a) II? 
+P x (Oz) — iiti — €" ] 


由 于 
2|; — Px (a)? + 2(P& (qi) — qisqi — x^) 
—2(d;— Prq)" —Pa(g;)) <0 
故 
lai — Pr (ai) ||? + 2(PK (Gi) — qi, qi — c^) 
< —llg; — PK (qi)? 
所 以 


||z; — x* ||? 
< lai — a*l" = lei — Peta 
= [zi — uT(yi)) — a*l? — lén; = aT (yi)) = Pe (aa) II? 
I^ + 2u(z* — zi, T (yi) 
& [lxi — z*]l^ = loi = zall? + Quy: — zi, T (y) 


= zi — al — linc — 2 
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其 中 , 最 后 一 个 不 等 式 是 根据 式 (3.62). 因此 


jz: — x* |^ 
« ||z; = z* |^ = lx — zill^ -2u(yi = zi T (yi) 
= xz — (m —9-9-—2.2-—*tw- n) 
2p — zi, T(yi)) 
= zi = z*]l* rll = [le al 
T2053 — Yi, ti — UT (Yi) — yi) 
€ le =f = Irun) — lla — ail 
*2u(z — ya T (xi) —T(yi)) . 
« zi — w* ||? — [lela ll? — lly — zl 
2yylzi — yil| llr (vi) | (3.64) 
其 中 , 第 二 个 不 等 式 是 根据 式 (3.63), 最 后 一 个 不 等 式 是 根据 Cauchy-Schwarz 不 等 
UNI T IJ Lipschitz 连续 性 . 
HT 


(urn (zi) || — lzi — yill)” 


= (pr) ru Go) ||? — 29i — willliru Geo) + lvi — zi 
20 


20y|zi — villllra (zl < (ay)? lr rs) II^ + Ilys — zl? (3.65) 


结合 式 (3.64) 和 式 (3.65) 有 


zi = eJ 

€ los — a" ||" — (1 = wy") los) ||? (3.66) 
(ii) 结合 (i) 和 式 (3.61) 即 可 得 结论 . 
命题 3.11 如 果 Q:— VI(T, K)O F(S) #2, 则 
(i) tipi 是 有 定义 的 ; 


(ii) ||zi — zo|| € ||zi41 — zo|| € llzo — Po(zo)ll. 


证 明 (i) RAWH C; 0 D; 是 H 的 非 空 闭 凸 子 集 . 
首先 证 明 , 对 每 个 i € N, COD; 是 五 非 空 闭 上 同 子 集 ， 显 而 易 见 ， 对 每 个 
i € N,C; EADE, D: 是 闭 集 . 由 于 


D= [se K (uw - 2, 79 - 2) «0| 


故 对 每 个 i e N,D; 也 是 凸 集 . 
fe PK, 通过 对 i 运用 归纳 证 明 2 c Ci; nm Di 是 非 空 的 , 从 而 C; mn D; 是 非 空 
的 ， 根 据 命 题 3.10(ii) 可 知 , 对 每 个 ie N, Q C Dj. 对 i= 0, 有 0o = K, 因此 
Qc Co N Do. 现 假 定 给 定 225 且 对 某 个 i E N, (2c Gin D. 由 于 Ti] = Pe.np; (Zo) 
和 CCinDi, 故 从 引 理 1.3(i) 可 得 
(Tin1 — T, Zo — Ti+1) 20, Vrefm 
因此 ,Ce Cra. , 进而 R E Cisi N Dipi- - 
(ii) 由 于 
(£i — T, £o — Ti) 20, Va Ed, 
故 Ti = Pc, (x0). 由 此 从 Tizi € C; 可 得 
|£: — oll = ||Po, (20) — zoll € ||zi41 — Zol (3.67) 
注意 到 Po(ry)e R C Ci, 因此 
|zi41 一 zoll = l[Pc,,. (ro) — xol < ||Po(xo) 一 zol (3.68) 
所 以 根据 式 (3.67) 和 式 (3.68) 有 
|zi — zoll € ||zi41 — zoll € l|zo — Po(xo)!| 
下 面 的 定理 证 明了 算法 3.2 产生 的 序列 (x) sm SEI VI(T, K) n F(S) 中 的 
某 个 元 素 . 
定理 3.12 设 玉 是 妃 的 非 空 闭 凸 子 集 ， 如 果 假 定 (Al)~ (A4) A x, B. 
N := VI(T, K)n F(S) AS, 则 算法 3.2 产生 的 无 限 序 列 {zi} 强 收 化 到 Po(ro). 


证 明 ”根据 引 理 1.5 和 命题 3.10(ii), 只 需 证明 welzi) c 2, BI {zi} 的 每 个 弱 
RAJET Q. 证 明 过 程 分 为 以 下 几 步 . 


第 一 步 : ei — zill — 0, wi 一 zi — 0, ||ry(xi)|| — 0, || Sz; — zil] — 0. 
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根据 C 的 定义 有 
(Ti — Zi41,2%0 — Ti) > 0 (3.69) 
注意 到 
wari = zol = eiri = wl + le = woll + 2(viri = wi ms — zo) (3.70) 
结合 式 (3.69) 和 式 (3.70) 有 
Iii — a; & |e - zo||" — [zi = zo||" (3.71) 
根据 命题 3.100), 序列 CI; 一 zoll} WOM. 在 式 (3.71) rP i 一 oo, 有 
|za — zi|| — 0 (3.72) 
由 于 raa € Di, E wi; — zia € ||: — zii 因此 
|wi — wil] < |wi — Biri zia = rill < 2lzix: — xil (3.73) 


根据 式 (3.72) 和 式 (3.73), 我 们 推断 出 jlwi 一 xil 一 0. $ z* e Q. BRI m ER 
3.10(ii) RT AH, 对 每 个 ?EN, 有 


(1 — u?^?)o.||r, (2) ||" 


< las Zi —2" || + i & “Il (3.74) 
whi — 8 — 8,)|Sz; — zil? < | 


jw; — zi [lw — x” + lle: — z” Il] (3.75) 
故 从 命题 3.10(i 可 知 序列 {zi} BA. 从 而 序列 {wi} AR. 由 于 lim inf a; > 0, 故 
从 式 (3.74) 可 得 

Iru(z;)]] — 0 (3.76) 
此 外 , 由 于 lim inf 9; > 0 和 


liminf(1—0—58;)) 21-60 —limsupB; 21—0—8»0 
故 从 式 (3.75) 可 得 ||Sz, — z;|| — 0. 
第 二 步 :元 E Fix(S). 
从 命题 3.8 的 证 明 过 程 可 知 


Px (ai — wT (a;)) = Pu, (zi — uT (z:)) (3.77) 
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所 以 


|zi — zl < lz — Px (ai — wT (2i))|| + || Px (t: — pT (2:)) — Pu, (zi — pT (yi) 
= |r,(Gi)l + Pan; (ri — uT (2i)) ^ Pa, (ti — uT (yi) 
S |lru(xi)|| + wl|T (zi) — T(yi)l| 
< (1 + wy)lru(ri)l| (3.78) 


其 中 , 第 二 个 不 等 式 是 根据 Pu, 的 非 扩张 性 , 最 后 一 个 不 等 式 是 根据 的 了 的 Lip- 
schitz 连续 性 . 根据 式 (3.76) 有 zi — zi 一 0. 假设 存在 {zi;} 的 子 序 列 {2%;, } 使 
得 zi — z, 因此 a, — z. 由 于 Sz, zll — 0, 根据 引 理 1.5 有 Sz—z — 0, B 
FE Figgis): 


第 三 步 : v € VI(T, K). 
HF ru(z) = ti —y — 0, W Vig — T. 男 一 方面 , T 的 Lipschitz EEHEHE 


| Tr--Nk(r) wek 
A = 


QW T 是 极 大 单调 的 . + (x,u) € G(A). AF u—- Tz € Nk(z) 和 wi €K, t 
(yi; — Tu — Tx) <0 (3.79) 
由 于 xe K, 故 从 式 (3.54) 可 得 
(r— yz, — UTT — yi) < 0 
从 而 
(£ — yi; Ti; + (yi; — Zi; )/m) 20 
所 以 , 从 式 (3.79) 可 得 


(x = Yi;,U) 之 (x = Yi,» d x) 
> fe + (s, —25)/H) 
SE = tis = Tay) = = Yiya n; = WD (3.80) 
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在 式 (3.80) PFS j 一 oo, 有 
(r—z,u)20 
根据 映射 A 的 极 大 单调 性 有 元 ET-10, 因此 z € VI(T, K). 
接 下 来 我 们 给 出 寻找 VI(T, K) nm F(S) 公共 元 素 的 次 梯度 超 梯度 算法 . 
算法 3.3 R o€ K, KK u>0 和 序列 {an} c (0,1, (0,) C (0,1). + 
Puma 
步骤 1. 计算 
Yi = Px (a; — uT(xi)) 
Je X r (zi) 2 0, W z; € VI(T, K). 
步骤 2. HH z:- Psi = AT (yi)); 其 中 
H;:—i(zeH:((z-—ulum)-qgyas—30s0) 
步骤 3. 计算 
tipi = (1 — jay + alll — Biz + Se! 
如 果 Ui = Ti fo E544 = Ti, 则 2; € VI(T, K) f F(S). 
下 面 的 定理 表明 , 算法 3.3 产生 的 序列 tz ) 弱 收 敛 到 VI(T, K) n F(S) 中 的 某 
AS FUR. 
定理 3.13 KK X H HASA STR. 如 果 假定 (Al)~(A4) RZ, E 
N := VIT, K)n F(S) 4 2, 则 算法 3.3 产生 的 无 限 序 列 {zi} BIAS T, 其 中 
T= lim Ppo(i). 
证 明 ”类 似 于 命题 3.9(8) 的 证 明 , 对 所 有 z* e 0, 有 
te = oa < ||zi — z^" a Sa u^*^)o;|Ir, (zi) 
—eiB;(1— 6 — 8,)|Sz; — zil? (3.81) 
所 以 序列 (x; — a*||} SA. 因而, Ask (3.81) 可 得 
( 工 一 u^ yos|Iru Gr; 234€ 
QiB;(1— 0 — B;)||9z; — 2 < 


类 似 于 定理 3.12 的 证 明 , 我 们 有 rs(zi)l = 0 RI || Sz; — 2; || —5 0, 因此 welzi) C R. 
接 下 来 证 明 


上 一 
| 


ls = 2" ||" = |i — z^ |^ — 0, $— 00 


T TE N 
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设 {vi} 是 (ri) 的 另 一 个 子 序列 , 其 满足 ru 一 zr. 则 TER ETAT. 根据 
Opial’ s 条 件 有 
lim |z: — z|| = liminf |z; — 2|| 
1 一 DG j—oo 
< lim inf ||x;; — Z| 
joo 
= lim ||z; — 2| 
= lim inf |£, — T|| 
大 一 ,DG 
« lim inf ||z;, — T|| 
= lim ||x; — 2|| 
矛盾 . AE T= F. 
4 t; = Po(zi) HF Fe 2, 故 从 引 理 1.38) 可 得 
(Fb, zit <0 (3.82) 
根据 引 理 1.21 可 知 , 序列 (6) BAAREN v € Q. 在 式 (3.82) PS d — oo, H 
(r—2,2—32)«0 


Ak x = 7. 因此 ，lim t; = z. 
7 一 :DC 


第 4 章 集 值 变 分 不 等 式 的 投影 算法 
我 们 考虑 变 分 不 等 式 问题 ( 简 记 为 MVIP): 找 z* eK 和 € eT(z*) 使 得 
(£,z—2*) 20, Week (4.1) 


其 中 , K 是 有 限 维 欧 几 里 得 空间 R" 的 一 个 非 空 闭 凸 集 ,了 : K 一 2* 是 一 个 多 值 
映射 , (-,-) 和 || - || 分别 表示 R” 中 的 内 积 和 范 数 . 

以 下 三 类 重要 问题 可 以 转化 为 变 分 不 等 式 问 题 来 研究 : 

(1) 24 T ALZA f 的 次 微分 时 , 变 分 不 等 式 问题 (4.1) 等 价 于 求 f dE K 上 
的 极 小 值 . 

(2) 当天 = R! Hf, 变 分 不 等 式 问题 (4.1) 等 价 于 非 线 性 补 问题 : 找 z > 0 和 
ue T(z) EH u 2 08 (u,z) 2 0, HP, R? = {2 = (1, zi, , tn) E R^]; > 
ii <4 Sn}. 

(3) 4 K = R” 时 , 变 分 不 等 式 问题 (4.1) 等 价 于 : dX r e R” 使 得 0€ T(z). 

变 分 不 等 式 的 算法 很 多 , 如 牛顿 算法 ,近似 点 算法 和 投影 算法 等 , 投影 算法 因 
其 计算 比较 简单 的 特点 , 吸引 了 许多 学 者 借助 其 来 研究 变 分 不 等 式 问题 . 投影 算法 
所 产生 序列 收敛 于 变 分 不 等 式 解 的 速度 主要 取决 于 以 下 三 个 方面 : 

(1) 超 平面 的 选择 , 其 中 该 超 平面 严格 分 离 当 前 迭代 点 和 变 分 不 等 式 解 集合 . 

(2) 下 一 个 迭代 点 产生 方法 的 选择 . 

(3) FUERA ARER: 每 次 投影 次 数 越 少 , 收敛 速度 越 快 . 

本 章 主 要 针对 上 述 三 个 方面 , 介绍 了 集 值 变 分 不 等 式 问题 的 超 梯度 算法 、 二 次 
投影 算法 、 修 正 超 梯度 算法 、 次 梯度 算法 等 四 种 不 同 的 投影 算法 。 
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BH 2621 2H— 1 59] E. 
引 理 4.1 假设 1 > 0 是 一 个 参 变 量 , rzE 玉 和 ceET(z) 是 变 分 不 等 式 (4.1) 
的 解 当 且 仅 当 
raz) = m Pra — pe) =0 
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证 明 Ce EC K MI EE T(r) 满足 变 分 不 等 式 (4.1) SET 
m—(rz—ufhp—2)20, Vye K 


由 引 理 1.1 即 得 结论 . 
根据 引 理 1.3 容易 得 到 下 面 的 结论 . 
引 理 4.2 ”对 每 一 ZE 有 和 5ET(z), 有 


(£ s. (5,6) 2x un(e EM" (4.2) 


在 本 章 以 及 后 面 的 四 章 中 ， 如 未 作 特 别 说 明 ， 我们 均 假 设 是 从 R FAG 
的 连续 集 值 映射 , 用 MVIP(T, K) 表示 变 分 不 等 式 问题 (4.1) 的 解 集 . 我 们 总 假设 
MVIP(T, K) z Ø.T 满足 下 面 的 条 件 : 对 所 有 y e K,Ce T(y) 和 每 一 变 分 不 等 式 的 
解 x, 有 


(uy = aya 0 (4.3) 


特别 地 , 如 果 T 是 Karamardian 定义 的 伪 单 调 映 射 , 上 面 的 条 件 (4.3) 目 然 成 立 . 

下 面 我 们 首先 给 出 求解 变 分 不 等 式 问 题 (4.1) 的 算法 . 

算法 4.1 选取 ro € K 和 参 变 量 g>0,0 <h< minfl,1/c} ,y € (0,1). 4 
$ zm D. 

步骤 1. BHR ECT (zi) 使 得 rí(z,,£) —0, 停止 ; 否则 ;任意 选取 E; € T(x). 

步骤 2. 设 右 是 满足 下 面 不 等 式 的 最 小 的 非 负 整 数 : 

(Gi — yo ru (55) < allra ni £i) (4.4) 

其 中 , Yi = Pr(z, ir, (756)) (i) d» p my hn 

步骤 3. 计算 ri = Po, (xi), 其 中 


Gi := {ze K : hi(z) <0} 


hi(z) := (Yi + Mr (Ti, £i), x — Vi) + M Yi — MEE + (i, S), ru (ui &)) (4.5) 


Aiit FBS FR 1. 

注解 4.1 ATT RAE DAY, 所 以 T XB) dB 03, 故 步 骤 2 P y Hk E 
一 确定 . 

下 面 的 命题 说 明 算法 4.1 是 可 行 的 . 

引 理 4.3 Ba; 不 是 变 分 不 等 式 问题 (4.1) 的 解 ， 则 存在 非 负 整数 ki 满足 
X, (4.4). 


4.1 超 梯度 算法 TE 


证 明 ”用 反 证 法 . 假设 对 所 有 的 非 负 整数 有 
(Ei — yi ru (2i, &;)) > olla (zi £)? (4.6) 
其 中 


Yk = P'r(z, —*r, (z,,£)) (Si) 


由 于 人 是 下 半 连 续 的 , & € T(zi),zi — "ru (zi, ti) 一 Xi(k — oo), 所 以 存在 uk € 
T (xi — y*r, (ri, &) 使 得 Jim Up = £i. 
由 于 yx = PO (a, —ykr tent) 6i): 所 以 
lyk — &l| < llur — &|| —^ 0, k— oo 
因此 
jim Uk = €i 
在 式 (4.6) PO k — oo 有 
0 = ll£& — &ll 2 ol[ru(ri,£i)|| > 0 
AUG. 
引 理 4.4 假设 Xx* 是 变 分 不 等 式 问 题 (4.1) 的 解 , 函数 hi HA (4.5) 所 定义 . 
那么 | 
hi(ai) > m(u — o)lru(zi. Ell? 
hi(x*) < 0 
特别 地 , to Rr, (xi, 6;) #0, 那么 hili) > 0. 
证 明 ”由 式 (4.5) 有 


hi(ri) =m (yi — MEL + Th(Ti, Ei), ru ri, &)) 
= (yis ula, é) — pe Ea th (06,6) 4-39 | rau II^ 
> m(1 — w)(&, Pyles, &)) +m (1 — )|lryp (ei, &)ll 
2 (u~* — 2) mn |lru (as, &) I? 


其 中 , 第 一 个 不 等 式 成 立 是 根据 式 (4.4), 第 二 个 不 等 式 成 立 是 根据 引 理 4.2 My < 1. 
nr, (zi,&) 0, 那么 hi(zi)>0; AA u<1/0. BI ruri 6) ri -Pk(ri—u&)'8 


(Pulte, 6) — pee, m" —a ry 5, SO (4.7) 
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男 一 方面 , 由 假定 (4.3) 有 
(Mi, T" — xi) = (Gi, — xi) <0 (4.8) 
由 式 (4.7) 和 式 (4.8) 有 
(ru (i, Ei), 一 0) € (rp (tis 6), MEE 一 ru(Zi &)) 


从 而 有 


(yi + MiTp (zi, Ei), T” — zi) = (yi, T* — ci) + mi(ru(zi, 6i), z* — zi) 
S (yi, T" — zi) + Mi (Ty (Ti, Ei), MEL — ru (Ti &)) 
= (yi, z^ — Ti + niri (zi, &)) 
=i = pe ruris 5i). ru nis 6i) 
L Th (ha — Bus Tui, &), ru (Ti 6i) 
其 中 , 第 二 个 不 等 式 成 立 是 根据 假定 (4.3) 和 ye T(ai—mr,y (xi, &)). 所 以 hi(zx*)<0. 
定理 4.5 RKTT: Ko 是 具有 非 空 紧 廿 值 的 连续 集 值 映射 如 果 假定 
(4.3) 成 立 , 那么 算法 4.1 或 者 在 有 限 步 迭代 后 停止 或 者 产生 一 个 收 合 于 变 分 不 等 
式 问 题 (4.1) 解 的 无 穷 序 列 {x}. 
证 明 ”对 任意 选取 的 变 分 不 等 式 的 解 x*, 根据 引 理 4.4, 有 


zx" EC; wi 


如 果 算 法 4.1 ZERHNBIEXImRtSAib, 那么 它 会 产生 一 个 无 穷 序列 m). 因此 , 我 
们 必然 有 
ru(zi,6i) #0, Vi 
根据 算法 4.1 的 步骤 3, rigi := Po, (ci), 根据 引 理 1.2, 有 
|E = z*|^ < [Xi — z*[^* = tii Zi 
< |r; — z*||? — dist^(z;, C;) (4.9) 

其 中 ， 最 后 一 个 不 等 式 成 立 是 因为 $i E Gi 由 此 可 以 推出 ， 序列 {|z = g*i^! 单 
调 递 减 , 因此 是 一 个 收敛 序列 . 我 们 立即 得 到 ,{zi} 是 一 个 有 界 序列 以 及 

lim dist(z;, C;) 20 (4.10) 


由 于 序列 {zi} 是 有 界 的 , 故 存在 收敛 的 子 序列 (m, ), 设 其 极限 为 m. 
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如 果 互 是 变 分 不 等 式 问题 (4.1) 的 解 , 接 下 来 我 们 证 明 序 列 {zi} KAF T. 在 
A (4.9) 中 用 z 代替 x*, 得 到 序列 (|o; — z||) 单调 递减 从 而 收敛 ， 由 于 去 是 (mi) 
的 一 个 聚 点 , 所 以 {e — ml) 的 某 个 子 序列 收敛 到 零 , 从 而 序列 (|z; Tl 收敛 到 
零 , 因此 lim qu omm. 

现在 假设 去 不 是 变 分 不 等 式 问题 (4.1) 的 解 , 接 下 来 首先 证 明 算 法 4.1 中 的 ki 
不 可 能 趋 近 于 oo 因为 T 是 具有 紧 值 的 连续 映射 , 根据 引 理 1.26,{T(z;) : i € N} 
是 一 个 有 界 集 , 根据 &; 的 定义 ,{&;} 是 有 界 序列 , 存在 (6) 的 一 个 聚 点 E 那么 存在 
一 个 子 序列 {&;,} 收敛 到 E AA T 是 具有 紧 值 的 上 半 连 续 映射 , 根据 引 理 1.27,T 
是 闭 的 , 由 此 ee T(z). 根据 ki 的 定义 , 有 


(£i = tig, Pu Ee) > e rui, AIE Vu; 一 Pr(z, ir, (zs) (Ei) (4.11) 


如 果 ki; — CO， 那么 
Ti; — yir u (ri, Siz) 一 


根据 T 的 下 半 连 续 性 , 存在 €, € T(zi — 79 "ru (mi, 6,)) 使 得 WB c. 


由 于 ui; = 一 Fire a TR "rugs &,» Ss) ' ), 所 以 
ui € T (ai, — Y ralen és), luy — & ll € ME, 一 每 | 
所 以 lim uj, = 以 及 
j—o 
(£s, — ui, JACI +i; )) > e Ir, (zi; Ell” (4.12) 


4 j oc, 根据 ra) 的 连续 性 , 我 们 得 到 
0 > e ||r,(z, £)||* > 0 
FAG. 所 以 {ki} 是 有 界 的 , 根据 m; IRE Mini} 是 有 界 的 . 根据 


hile) 一 hi( yw + mr [JD — y) || 
< (ly + [MT (wi, DH 


由 于 序列 fzi 和 {&;} BARN, 所 以 序列 £7, (ai, £) d 和 序列 UT (n; — iru (mi, &))} 
是 有 界 的 . 因此 , 存在 M > 0 使 得 


luill + Imire (ri, &)|] S À sup ICI + Imra (mi, é) <M, Vi 


€ (Ei—MiT u(r: £i) 
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所 以 , A hi Æ K 上 是 Lipschitz 连续 的 ,Lipschitz 常数 为 M. 注意 到 zi g C; , 根 
据 引 理 1.25, 有 

dist(z;,C;) > Mhi(zi), Vi (4.13) 
根据 式 (4.13) 和 引 理 4.4, 我 们 得 到 
dist(z;, Cj) 2 M - hi(zi) 

| >M~*(u-* -e)nlruxi &) I? (4.14) 

根据 式 (4.10) 和 式 (4.14), A 
lim mlr (zi &)] = 0 


根据 {m} 的 有 界 性 , 我 们 得 到 lim [n Gs || = 0. 因为 序列 {zi} 和 序列 (6) 是 
有 界 的 , 存在 {(zi,D)} 的 一 个 聚 点 Gr, E). 因为 s (-,-) 是 连续 映射 ,所 以 n GE) 
0, Bb z 是 变 分 不 等 式 问题 (41) 的 解 ， 类 似 于 此 定理 前 半 部 分 的 证 明 ,我 们 有 


in =g. 
i—oo 
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下 面 介绍 二 次 投影 算法 ,其 本 质 是 在 每 次 迭代 过 程 中 只 需要 两 次 投影 步骤 。 
4.2.1 主要 结果 
算法 4.2。 选取 zo EK 和 参 变量 o> 0; p €(0,1/c),7 € (0,1). i — 0. 


步骤 1. BAH ECCT (xi) HAF ry (ai, €) = 0, 停止 ; 否则 , 任意 选取 €; E T(r). 
步骤 2. 设 k; 是 满足 下 面 不 等 式 的 最 小 的 非 负 整 数 : 


inf (& — y, ru (i, 6&)) < ellru(zi, l (4.15) 
YET (zi —y" ir, (zi,6i)) 


nH = 和 zi = zi — Mery (ais &). 
步骤 3. 计算 vig = Po, (ri), 其 中 
Ci = {a E K : huls) <0} 


ħi(£) = sup (E 2 -— zi) (4.16) 
EET(zi) 


邻 1:= i 十 1 并 回 到 步骤 1. 


4.2 二 次 投影 算法 RF 


下 面 的 引 理 说 明 算法 4.2 是 可 行 的 . 
引 理 4.6 á # ri 不 是 变 分 不 等 式 问题 (4.1) 的 解 ， 则 存在 非 负 整数 ki 满足 
X, (4.15). 
证 明 用 反 证 法 . 假设 对 所 有 的 非 负 整数 上 和 yeTlzi 一 ?srv(lzic)) 有 
(£i a i Ps E) > or (Zi, &:)||? 
HF T dine & € T(zi), lim (zi — ^^r,(ri,£;i)) = zi, 所 以 存在 序列 yk € 
T (xi — ^r, (zi, 6))) 使 得 Jim y = &. 我 们 得 到 


(& — yes ru (21,6)) > ollry(zi &)l^, Vk 


由 此 
Se — ykll > ellru(zi i) |], Vk 
4 k— oo, 有 
0 三 |[[£; — &l| 2 e|[ru(2;, £;)]| > 0 
矛盾 . 


经 过 简单 推导 容易 得 到 下 面 的 结论 . 

引 理 4.7 xX (4.16) 所 定义 的 函数 hi Æ R” LÆ Lipschitz 连续 的 . 

引 理 4.8 假设 2* 是 变 分 不 等 式 问题 a 1) 的 解 , Bah; 由 式 (4.16) 所 定义 . 
那么 


hi(zi) 2 (u^! — 0) ||rp (zi, &) ||? 
halt) < 0 


特别 地 ， 如 果 Fa Be, Es) 天 0, 那么 人 2 > 0. 
HERR 由 于 zi = Ti — TERES 6i), 所 以 
h;(2;)= sup (€,2; — zi) 
EET (zi) 
=k sup (€,Tp(xi, &)) 


EET (zi) 
> mi (Ei, ules, om rt Ell 
>ni(u* — e )|ru (xi Gi) JI" 
其 中 , 第 一 个 不 等 式 成 立 是 根据 式 (4.15), 第 二 个 不 等 式 成 立 是 根据 引 理 4.2. 由 于 
T 满足 假定 (4.3), 所 以 h;(z*) < 0 
下 面 给 出 算法 4.2 的 收敛 性 结果 。 
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定理 4.9 假设 T:K — 27 是 具有 非 空 紧 凸 值 的 连续 集 值 映 射 . 如 果 假定 
(4.3) 成 立 , 那么 算法 4.2 或 者 在 有 限 步 迭代 后 停止 , 或 者 产生 一 个 收敛 于 变 分 不 等 
式 问 题 (4.1) 解 的 无 穷 序列 {x}. 

uEBH ”对 任意 选取 的 变 分 不 等 式 的 解 z*, 根据 引 理 4.8, 有 


x ec; wi 


如 果 算 法 4.2 不 在 有 限 步 迭代 后 停止 , 那么 它 会 产生 一 个 无 穷 序 列 (Gb. 因此 , 我 
们 必然 有 

ru (Wis €i) #0, Vi 
根据 算法 4.2 的 步骤 3, siyi := Po, (ci). 根据 引 理 4.8, 我 们 有 


lii — z* < lec — z* lI tia — ail]? 


< [xi — x" ||? — dist^(zj, Ci) (4.17) 


其 中 , 最 后 一 个 不 等 式 成 立 是 因为 zii € Ci. 由 此 可 以 推出 , 序列 {zi a*l?) 5. 
调 递 减 , 因此 是 一 个 收敛 序列 . 我 们 立即 得 到 ,{zxi;} 是 一 个 有 界 序列 以 及 


lim dist(zr;,C;) = 0 (4.18) 


由 于 序列 (0) BAAN, 故 存在 收敛 的 子 序列 {r} 设 其 极限 为 元. 

如 果 是 变 分 不 等 式 问 题 (4.1) 的 解 , 接 下 来 我 们 证 明 序 列 {x;} KAF T. 在 
XX (4.17) PH TRE ot, 得 到 序列 (lm; = 于 |} 单调 递减 从 而 收敛 . PHOT m AE (ui) 
的 一 个 聚 点 , 所 以 (Jo; -Th 的 某 个 子 序列 收敛 到 零 , 从 而 序列 (x; — cl) SCRI] 
3E. 因此 lim mi = F: 

现在 假设 T 不 是 变 分 不 等 式 问 题 (4.1) 的 解 , 接 下 来 首先 证 明 算 法 4.2 中 的 ki 
不 可 能 趋 近 于 œ. 因为 了 是 具有 紧 值 的 连续 映射 , 根据 引 理 1.26,{T(z;) : à € N} 
是 一 个 有 界 集 , 根据 6; 的 定义 ,{&;} 是 有 界 序列 , 存在 (6) OARA 5 那么 存在 
一 个 子 序列 (G5) 收敛 到 E 因为 T 是 具有 紧 值 的 上 半 连 续 映 射 , 根据 引 理 1.27,T 
是 闭 的 , 由 此 Ee T(z). RHE HEM, 有 


O |Iru (zi, , Ei; JI" < inf (Si, Ww Ty (Li, ) Éi; ))s Vj 


YET Da -T 3 ryi(we, 462, )) 


由 于 了 和 ri) 是 连续 的 , 根据 引 理 1.28, 有 


cee m -yrit 
z|r«G. $)? < int. E- y ral, E) 
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HF Ee T(z), 所 以 


0<ollr,(z, €)||? 
S (€ — Y, ru (x, €)) 


«(t — E ralz 2,6) =0 


AVG. 所 以 {ki} 是 有 界 的 , 根据 n 的 定义 ,{m;} 是 有 界 的 . 由 于 序列 {zi;} 和 (6) 
是 有 界 的 , 所 以 序列 (7, (m4, 6)) 和 序列 {T(zi)} 是 有 界 的 . 因此 , 存在 M > 0 使 得 


sup lili < M, Vi 
ÇET 


根据 引 理 4.7, 每 个 h; Æ K 上 是 Lipschitz 连续 的 ,Lipschitz 常数 为 M. 注意 到 
ri £C; ,根据 引 理 1.25, 有 


dist(r;,C;) > M^ !h;(z;), Vi (4.19) 
根据 式 (4.19) 和 引 理 4.8, 我 们 得 到 
dist(z;, C) 2 Mhi(z:i) 
> M (u? —oe)nlr,Gs, &) II? (4.20) 
根据 式 (4.18) 和 式 (4.20), 有 
lim llr (2i &)]* = 


根据 {ni;} 的 有 界 性 ， 我 们 得 到 lim Wry (vi, &)|| 20. 因为 序列 {zx;} 和 序列 {&;} RAR 
的 , 存在 { (zi, &)} 的 一 个 聚 点 Gr ,£). 因为 r,(,:) 是 连续 映射 , 所 以 7, (7, £) 20, Bz 
是 变 分 不 等 式 问 题 (4.1) 的 解 . 类 似 于 此 定理 前 半 部 分 的 证 明 ， 我 们 有 lim pet. 


下 面 我 们 给 出 关于 算法 4.2 M ERFIR TP ER, 该 结果 的 建立 
需要 茶 种 局 部 误差 界 的 性 质 ( 见 式 (4.21)). 
任 给 参量 0 > 0, 定义 


P(8):—((z,£) E€ K x R” :&£€ T(z), ralz €)|| < 6} 
BK T XE K 上 是 Lipschitz 连续 的 , 如 果 存 在 常数 元 > 0 使 得 
D(T(z),T(y)) < L||z — yll 


其 中 , D 表示 Hausdorff 度量 . 
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定理 4.10 假设 了 满足 定理 4.9 的 假定 条 件 且 是 Lipschitz 连续 的 , 其 Lipschitz 
常数 为 L. 如 果 存 在 常数 c>0 和 65>0 使 得 
dist(z, S) € c|r;(r,£)|, V(x,é€) € P(9) (4.21) 
那么 存在 常数 a > 0 使 得 对 充分 大 的 i 有 


dist (zi, S) | 


ai + dist ? (xo, S) 


证 明 令 := min(1/2,L-7!4e). 我 们 首先 证 明 m > «n vi. MH m 的 定 
Xn € (0,1). 如 果 m; = 1, 那么 显然 m > 1/2 2 m. 现在 假定 m; < 1. 由 于 m — y", 
所 以 ki > 1. 因此 , 根据 ki 的 定义 , 有 

léi — y, ru (5 6)) > ellru(256&)l^, Vy € T(ai — Y" ri (mis &)) 
因为 ki 2 1, 所 以 
ly = & || > ellru(25&)l, Vy € T(zi — Y "mri 6)) 
由 于 & € T(z;), T 是 紧 值 的 , 所 以 由 Hausdorff 度量 的 定义 , 存在 G € T(x; 一 
y niruí(zi,6)) 使 得 
e ru £i) | < Ge = Sill 
«€ H(T (a; — y MT plti &)), T(zi)) 
< Ly m lalak 
所 以 ni > Lo yo 2 n. & a* € Ps(zi), 根据 定理 4.9 ASK (4.15), 对 充分 大 的 i, 有 
dist^(zi41, S) < rir — z* ||? 
S lla = 2" ||? — MP (ue = e) m? rule &) |" 
€ |x — z*||* — M^?(un^! — 0)? 9? |r, (zi, &) || 
< dist^(r;, S) - M~?(u-! — o)?n?c^*dist^ (xj, S) 


id a := M-?(u-! — o) nat, 根据 引 理 1.31, 得 到 


dist (xj, S) < dist (zo, S)/ cridist? (£o, S) +] 
=1/4/ai+ dist ^ (zo, S) 


证 毕 . 
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4.2.2 ”统一 框架 


接 下 来 我 们 研究 投影 算法 的 统一 框架 . 


在 广义 变 分 不 等 式 的 投影 算法 中 , PHA A SHIGEO zi 和 解 集 合 S 的 超 平 
面 决定 了 算法 产生 序列 的 收敛 速度 , 而 超 平面 完全 由 它 的 法 向 量 d; 和 距离 参数 wi 
决定 , 即 


H; := {x € R” : (d;i; t; — £) = w} (4.22) 


现在 , 我 们 给 出 广义 变 分 不 等 式 投 影 算 法 的 框架 . 
算法 4.3 ”选取 ro € K 和 参 变量 o>0,0 < u< min{1,1/c} y € (0,1). 令 
1 = Ü. 
步骤 1. HAH E € T(ri) KF rulei) 20, 停止; SM, 任意 选取 E € T(zi). 
步骤 2. 设 i 是 满足 下 面 不 等 式 的 最 小 的 非 负 整 数 : 


(£i — yi, rp (mi &)) € ellru(zi, Ell? (4.23) 


其 中 ， yi = Pris je EG 令 n= yn. 
FH 3. HH visi := Po, (xi), KP 


G=@ek hy (x) < 0} 


hila) :二 (di, D 一 d) + wi (4.24) 


令 1 :=i 二 1 并 回 到 步骤 1. 
注解 4.2 ”算法 4.3 中 的 Armijo 线性 搜索 程序 可 以 用 下 面 的 不 等 式 来 代替 : 


(i, pag, £i)) 之 ollry (25, &)||* (4.25) 


mA, ERE ofo pu 的 值 会 因 Armij 线性 搜索 程序 (4.23) 或 超 平面 (4.24) 的 不 
同 选择 而 改变 (to LHRH 4.4 中 的 yp). 

注解 4.3 引 理 4.3 说 明 算 法 4.3 是 可 行 的 . 

接 下 来 我 们 给 出 算法 4.3 的 收敛 性 结果 . 

定理 4.11 BRT: K 2" 是 具有 非 空 紧 凸 值 的 连续 映射 , 如 果 算 法 4.3 所 
产生 的 序列 满足 


O(c, pmi ||ru (ai, él? < wi € (diez; 2"), Va* ES (4.26) 
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mH, 如 果 存 在 参量 M > 0 使 得 
lal < M (4.27) 

其 中 , bg(o, u) 是 依赖 于 0 和 HEARS, 那么 算法 4.3 或 者 在 有 限 步 迭代 后 停止 ， 
或 者 产生 一 个 收 黎 于 变 分 不 等 式 问 题 (4.1) RT 的 无 穷 序 列 {x;}. 

证 明 ”只 需 证 明 h;(r) 是 Lipschitz 连续 的 且 严 格 分 离 当 前 欠 代 点 xz; 和 变 分 
不 等 式 问题 (4.1) 的 解 集 合 S, 剩 下 的 证 明 类 似 于 定理 4.9. HA (4.26) 有 

| hi(zi) = wi > (o, ujil ulti &)||? > 0 

h;i(s")—i(dz"—zj-c-uws0, Ve" eS 


特别 地 , 如 果 n, (c;,6;) 40, ABA hilti) > 0. 由 式 (4.27) 有 


Jhi (x) 一 hi(y)| = (di, r — y)| 
S |idillllz — yl 
«Mlxz-—yl, Va,yek 
注解 4.4 Je XGEdE Armijo 线性 搜索 程序 (4.25), 那么 定理 4.11. 的 结论 仍然 
如 果 在 算法 4.3 中 ，Armijo 线性 搜索 程序 选择 式 (4.25), 并 令 d; = yi wi = 
ni(yi, Tu (xi. £i). 我 们 得 到 求解 变 分 不 等 式 问题 (4.1) 的 如 下 算法 . 
算法 4.4 ”选取 zoE 天 和 参 变 量 g > 0,0 <p < min{1, 1/0} ,y € (0,1). 4 
4 = 0. 
步骤 1. 车 存 在 & ET(xi) 使 得 rali E) 20, 停止 ; 否则 , 任意 选取 6; € T(z;). 
步骤 2. 设 应 是 满足 下 面 不 等 式 的 最 小 的 非 负 整数 k: 


人 (4.28) 


其 中 , yi = Pr(s;— io, (isti) Si)» m= Fo a = ai HT u (Tis 6i). 
步骤 3. HH mía = Po, (xi), KP 


G; = {re Ki h(a) <0} 


h(x) := (yi, x — zi) (4.29) 


令 1:=1 二 1 并 回 到 步骤 1. 
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定理 4.12 ”假设 了 : 开 一 2R 是 具有 非 空 紧 凸 值 的 连续 集 值 映 射 . 如 果 假 定 
(4.3) 成 立 , 那么 算法 4.4 或 者 在 有 限 步 迭代 后 停止 , 或 者 产生 一 个 收敛 于 变 分 不 等 
式 问 题 (4.1) 解 的 无 穷 序 列 {xi}. 


证 明 ”根据 定理 4.11, 我 们 只 需 证 明 hile) 是 Lipschitz 连续 的 且 严 格 分 离 当 
前 迭代 点 x; 和 变 分 不 等 式 问 题 (4.1) 的 解 集合 S. 由 式 (4.29) 有 


|hi(z) = hi(ty)ll = || (yi x — v)l 


<S |Iyllllz — yll 


由 于 T(r) 是 具有 紧 值 的 连续 映射 , 根据 引 理 1.26, 集合 {T(zi) : i € N} 是 有 界 
的 ， mets {&i} 和 {zi 一 wiry(zi,&i)} 是 有 界 的 .根据 T 的 连续 性 可 知 , 集合 
E (Ti — Mity (Birér)) 是 有 界 的 , 所 以 存在 M > 0 使 得 
yill < sup Cll < M 
CET( ) 


"qn nTu(zi,6i)) 
因此 , 每 个 h; 均 是 Lipschitz 连续 的 , 同时 , 由 式 (4.28) 有 


hx) — CHES 一 Zi) 
= (yis T u(i gi )) 


>onillry(zi, &)l? > 0 


WI r, (i, éi) 0, 那么 hi(zi) > 0. AF yi c T(a;), 所 以 由 假定 (4.3) 知 h;(x*) < 
注解 4.5 “如果 在 算法 4.4 PA di = yi + truli £u; = my os 
Ty (Tibi) Ta (Fes Es) js 则 工法 4.4 就 变 为 萌 法 4.1. 


4.3 ”修正 超 梯 上 度 算法 


在 前 述 超 梯 度 算 法 4.1 和 二 次 投影 算法 4.2 中 , 将 当前 迭代 点 到 超 平面 上 的 投 
WEA F PERA, 在 本 节 介 绍 的 修正 超 梯度 算法 4.5 中 ,下 一 步 迭 代 是 通过 初 
始点 到 两 超 平 面 交 上 的 投影 产生 . 

算法 4.5 选取 zo € K FRRFo>0,u€ (0,1/c),7 € (0,1). Fi=0. 

步骤 1. SPARK EET (x;) RFF rali E) = 0, 停止 ; SM, 任意 选取 €; € T (oi). 

步骤 2. 对 每 个 正 整 数 k, 令 Yk := Pre, or (ze) (E). 

步骤 3. 设 司 是 满足 下 面 不 等 式 的 最 小 的 非 负 整数 上: 


(Uk; ru (xi €i)) 之 O ||r, (Ti; &)ll" (4.30) 
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令 ei = Dy m iry (Bog), 其 中 Th — ^i, 
步骤 4. 计算 riy := Pannen (xo), 其 中 


H} := {x € R” : (Yk £ — zi) S 0} 
H? := (ze R" : (2 — ri zo — r < 0} 
令 1i:=i+1 并 回 到 步骤 1. 
引 理 4.13 ”算法 4.5 步骤 2 所 产生 的 序列 (yu) 具有 下 面 的 性 质 : 
| gk € Ts; — 3 run. )). jim Yk = & 
注解 4.6 ”根据 引 理 A2, 由 
(Ei — ye Pu (ti, &)) < (4 — olla (eis &) II? (4.31) 


可 以 推出 式 (4.30), 所 以 式 (4.31) 可 以 用 式 (4.30) 替代 . 
注解 4.7 de ru (m Gi) #0, 那么 存在 满足 式 (4.30) Hi. FKL, 根据 引 理 
4.13, X 
jim yk = & 
所 以 
lim (yi. Pu (is &)) = (Eis ru Gri 60) 
2A ry (ri, GIP 
> e [ru (zi, &) ||" 
其 中 ,第 一 个 不 等 式 成 立 是 根据 引 理 4.2, 第 二 个 不 等 式 成 立 是 根据 u^ > c 和 


ru (Dis Et) # 0. 
引 理 4.14 de X ry (74,6) 7-0, 那么 超 平面 


OH} = {rz € R™: (yr,, x — zi) = 0} 
严格 分 离 当 前 迭代 点 Ti 和 解 集合 5. 
WER $ hilz) 三 (Ykox — zi), W OH} = (xz € R^: h(x) = 0}. 由 于 
2 MT (Dis Ea)» 所 以 
hi(zi) = (Yk: Ti — 2i) 
= tj (Uka Tn (Zs Ee) 
> oni llr (ai, &)|? > 0 
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其 中 , 第 一 个 不 等 式 成 立 是 根据 式 (4.30), 第 二 个 不 等 式 成 立 是 根据 rulz £)) 4 0. 
由 于 T 满足 假定 (4.3), 所 以 


mle") <0, ves 


引 理 4.15 wRSAS, ASC CHI AH? AK. 
证 明 ”由 引 理 4.14 可 得 S CHI OK. 接 下 来 我 们 只 需 证 明 S c H?,Vi > 0. 
用 数学 归纳 法 , 易 见 Sc H2 = R". 假设 


ScH?, Ni-l20 


那么 
Se A, nu NE 


对 任意 z* s S, 根据 引 理 1.1 和 
Ti+1 = Piiogznk (ro) 


有 
(2° — fi 0 = Err) SO 
所 以 z*E 万 2 1, 因此 S c Hg,,. 证 毕 . | 
引 理 4.16 MRK C R" XE dEZUR RES ET: K 一 2* 是 具有 非 空 闭 凸 值 
的 下 半 连 续集 值 映 射 , 那么 变 分 不 等 式 问题 (4.1) 的 解 集 MVIP(T, K) #2. 
证 明 HF T 是 具有 非 空 闭 凸 值 的 下 半 连 续集 值 映射 , 根据 Michael 选择 定 
理 ( 引 理 1.29),T 允许 一 个 连续 选择 , 即 存在 连续 映射 G : K 一 R" 使 得 


G(x) eT(r, VreK 


由 于 K 是 非 空 有 界 闭 凸 集 , 根据 引 理 1.30, 所 以 如 下 变 分 不 等 式 问题 ( 简 记 为 VI) 
有 一 个 解 : 找 ze 天 使 得 


(G(r)y—z)20, VyekK 


即 变 分 不 等 式 问题 VI 的 解 集 合 S’ ø, H 5’ c MVIP(T, K) 4l MVIP(T, K) £ 2. 
引 理 4.17. ik T: K — 27 是 具有 非 空 紧 凸 值 的 连续 映射 , 假设 MVIP(T,K)= 
D. W 
Hi nE NK, Vi 
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证 明 ”用 反 证 法 . 假设 存在 io > 0 使 得 Hi NAH? AOK = 那么 存在 正 数 M 
使 得 
E? ^ 0 < 1 < io} Cc B(xo, M) 
其 中 
B(xo, M) := {x € R” : |z — zo|| < M} 
H+ T(r) 是 具有 紧 值 的 连续 映射 , 根据 引 理 1.26,{T(zi) : 0 < i € io) 是 有 界 集 , 所 
以 (zx; — u :& € T(x,),0 € i € ig) 是 有 界 的 . 不 失 一 般 性 , 假设 
| fr, — uk; : E € T(2i),0 <i < ip} C B(zo, M) 
考虑 集 值 变 分 不 等 式 问题 MVIP(T, C), 其 中 
C = K n B(z9,2M) 
根据 引 理 4.16, 此 时 变 分 不 等 式 问题 (4.1) 的 解 集合 (用 S" RIR)" Ao. 当 算 法 
4.5 运用 到 求解 变 分 不 等 式 问 题 (4.1)( 初 始点 为 mo) IN, 为 避免 混淆 ， 相 应 的 序列 
(H3, LH2) 和 {zi} 分 别 用 CH, }, 0H; ) 和 (5) 代替 . 我 们 断言 : 
(i) BE {z7} BOA io + 1 PGR; 
Gi) z; =z H1] -H; H2 = H2, VO &« i & dio ; 
(iii) zi 不 是 GVI(T, C) 的 解 . 
结论 (i) 和 结论 (iii) 是 显然 的 , 接 下 来 我 们 证 明 (ii). 只 需 证 明 
Polti = pfi) = Pr (ti — péi) 
其 中 , & € T(zj,0&i €io. 由 于 
|zo — Px (ai — u£i)| € ||zo — Px(xo)|| + ||Pr (z0) — Pr (zi — uéi) || 
< || Lo m is | T || —[5- Héi) || < 2M 
其 中 , 第 二 个 不 等 式 成 立 是 根据 ro € K 和 引 理 1.3(iv), 所 以 
Pr (zi = u&i) € B(xo,2M) 
进而 
Pk (xi = uéi) = K N 已 (Z0， 2M) — C 
所 以 
Po(zi = uéi) = Pr (Ti = p&) 
由 于 s", 根据 引 理 415, HN ALOK 49, MAH OOK e, 矛盾 
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定理 4.18 设 了 : 开 一 2 是 具有 非 空 紧 凸 值 的 连续 映射 且 满足 假定 (4.3). 
假设 算法 4.5 产生 一 个 无 穷 序列 {Xi}. 如 果 变 分 不 等 式 问题 (4.1) 的 解 集合 S 7 o, 
那么 序列 (rz) 收敛 到 变 分 不 等 式 问题 (4.1) 的 一 个 解 Zz* 满足 2 = Ps(ro). 

证 阴 由 于 Lil :三 Puinu2nk (T0), 所 以 根据 引 理 4.14 和 投影 的 定义 有 

[tı — tol] S lz — Zoll, Vz'€sS 


rj41€HlnHenKcH; 


所 以 
Pp? (2141) = Til 
又 因为 
(z — z;,9—2,) <0, Vz € Hz 
由 此 可 得 


Ti — P2 (29) 
因此 , 根据 引 理 1.3(iv) 有 
[Pps (zi41) — Puz(zo)ll* < leii = zol? | 
一 ||Paaz(zi+i) — Ti41 + T0 — Pu? (zall 
Bp 
leii — mll? € llei = zoll? = lizi = zol” (4.32) 
因而 序列 (az; 一 zoll} PENA AmA, 同时 , 由 式 (4.32) 可 推 得 
lim ||zi+i — z;|^-0 (4.33) 
Fy — JI, 由 于 
Pyi(zi)-—cmi— [yi «à = 2:)/ || yas lI?) ye 
和 rii € H1, 我们 有 
|z; — Zitil 2 lxi — Py (x)| 


= (yk; ti = 2i)/ ||Uk. || 
> oni || (zi, &)*/ lus, || 
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其 中 , 第 二 个 不 等 式 成 立 是 根据 式 (4.30). 所 以 根据 式 (4.33) 有 
lim milla Gri. E /lvll = 0 


由 于 T 是 具有 紧 值 的 连续 映射 , 根据 引 理 1.26,{T(z;)} 是 有 界 的 , 从 而 £6; 是 有 
FLA. 由 于 or, (-,-) 是 连续 映射 , 根据 z; 的 定义 , 所 以 (2) 是 有 界 的 . 根据 T 的 连 
续 性 知 ,{T(zi;)} 是 有 界 的 , 进而 序列 {yi,} BAAN. 由 此 可 得 


lim nillr alei EDN? = 0 (4.34) 


由 于 序列 {z;} 是 有 界 的 , 故 存在 收敛 的 子 序列 {2 }, 设 其 极限 为 元 
如 果 互 是 变 分 不 等 式 问 题 (4.1) 的 解 , 接 下 来 我 们 证 明 序列 {x;} KAF v. + 
z* 三 Ps(zo). 由 于 z* € S, 根据 引 理 4.15, 有 


z*'€e Hi, ,0nH; ,nK, Vj 


所 以 
(Ta — zoll < lx* ~ zol 
因而 
li; 一 g* |^ = |zi; — zoll? 
zo 一 z*||* +- ALi, — £9, To — T”) 
< 2|[zo — z* ||? + AU = 29,50 — $^) 
4 j 一 oo, 我们 得 到 


IZ- z* ||" « 2]izo — z* |^ + 2€ — zo, zo — x") 


—2(r—-z',zg9g—-rz)x«0 
其 中 , 最 后 一 个 不 等 式 成 立 是 根据 引 理 1.1, z* = Ps(ro) Hl ze S. 所 以 
T = r' = Ps(zo) 


因此 序列 0; ) 有 唯一 的 聚 点 Ps(zo), 这 就 证 明了 序列 {x;} 的 全 局 收敛 性 . 

现在 假设 成 不 是 变 分 不 等 式 问 题 (4.1) 的 解 , 接 下 来 首先 证 明 算 法 4.5 中 的 ki 
不 可 能 趋 近 于 oo. 因为 T 是 具有 紧 值 的 连续 映射 , 根据 引 理 1.26, (T(r;)) : i € N} 
是 一 个 有 界 集 , 根据 6; 的 定义 ,{&i} 是 有 界 序列 , 存在 (56) H0— 7 Ex 6, 那么 存在 
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一 个 子 序列 (6) 收敛 到 6. 因为 7 是 具有 紧 值 的 上 半 连 续 映 射 , 根据 引 理 1.27,T 
是 闭 的 , 由 此 € e T(z). 根据 点 的 定义 , 有 

人 


如 果 ki, — OQ; 那么 
Ti, = 4" m (zi; : Ci;) — T 


根据 T 的 下 半 连 续 性 , 存在 


E c T (i; — ys 71e, (Tisk) 


使 得 
e =< £, J = 99 

由 于 

way E Pri;, A tli, Si, j Eiz) 
所 以 

Ui; € T (zi; 一 4^5 7 tus £6) 

|ui; — &ll < ME, — él 

所 以 


lim u; = € 
jr 


(si; Py (Bay ba, )) < oll Pelee, €:;) ||? (4.35) 
根据 7,,(:) 的 连续 性 , ÆR (4.35) PS j — oo, 我 们 得 到 
(E, ra, ED < er, (z, Ell? 
根据 引 理 1.2 有 
u^ ru, E)? « elr Eg 

由 于 orQG,£) 40 Al u< 1/o, 我 们 得 到 了 矛盾. 所 以 (ki) 是 有 界 的 , 根据 n 的 定 
Min} 是 有 界 的 . 

根据 式 (4.34) 和 {yi} 的 有 界 性 , 我 们 得 到 Jim ||r, (zi, &)|| = 0. 因为 序列 {xi} 
和 序列 {&;} BARN, 存在 {(xi,&)} 的 一 个 聚 点 (m, £). AW ra) 是 连续 映射 ， 


所 以 r,(z,£) = 0, HU 到 是 变 分 不 等 式 问题 (4.1) 的 解 . 类 似 于 此 定理 前 半 部 分 的 证 
明 , 我 们 有 lim zi =T. 
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定理 4.19 PRT 满足 定理 4.18 的 假定 条 件 并 假设 算法 4.5 产生 一 个 无 穷 
序列 {xi}, 那么 变 分 不 等 式 问 题 (4.1) 的 解 集合 S — 8 当 且 仅 当 算法 4.5 产生 的 序 
列 {Xi} A. 

证 明 ”根据 定理 的 结论 我 们 只 需 证 明 : 如 果 变 分 不 等 式 问 题 (4.1) 的 解 集合 
S = Ø, 那么 算法 4.5 产生 的 序列 {x;} 发 散 . 由 于 式 (4.32) 在 这 种 情况 下 也 成 立 ， 
所 以 序列 {xi — xo) 仍然 单调 递增 . 我 们 断言 

lim la; = zoll = oo 
否则 ,{zi} 是 有 界 的 , 且 根据 式 (4.92) 有 


lim ||ri41 — zil? =0 
too 


类 似 于 定理 4.18 的 讨论 可 以 得 出 : 序列 {zx;} 的 每 个 聚 点 均 为 变 分 不 等 式 问 题 (4.1) 
的 解 , 这 与 变 分 不 等 式 问 题 (4.1) 的 解 集 S= ø FA. 


4.4 WARRI 


在 本 节 介 绍 的 投影 算法 中 , 变 分 不 等 式 的 可 行 集 K 由 凸 函 数 所 确定 . 
令 集 合 天 为 


K :-(z€mR":g(r)&0)] (4.36) 


其 中 , g: R” 一 RAGAS. 众所周知 , 每 个 闭 凸 集 能 通过 这 种 方式 来 表示 , 即 取 
g(x) = dist(z, K), 其 中 dist 是 距离 国 数 . 定义 函数 g 在 点 n 的 次 微分 如 下 : 


Og(7) := {w € R” : g(y) > g(z) + (w,y —z), Vy e R") (4.37) 
本 节 我 们 假定 集合 MVIP(T, K) 是 非 空 的 , 映射 T 是 连续 的 、 具 有 非 空 紧 凸 值 的 且 
满足 假定 (4.3). 
类 似 于 引 理 1.24, 我 们 有 下 面 的 结论 . 
引 理 4.20 ”对 任意 XER",weT(zx) 和 J>0, 有 


min{1,g}lri(z, w)|| < lr(z,w)) < max(1, w}||71(z, w)|| 


下 面 的 程序 被 用 来 寻找 集合 K 中 的 一 个 点 . 
程序 A 
输入 : 点 x ER”. 
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输出 : A R(x). 
PRO. 如 果 ce K, > Rx) =r, 停止 ; 否则 , > yo := x, k := 0. 
步骤 1. 选取 w € 9g(yi), > 


Vk41 = Yk — 2g(yx)wx/ ||wx ||" 


步骤 2. 如 果 yepi € K, A R(x) = yea. 停止; 否则 , $ k — kc 1, 回 到 步骤 1. 
从 程序 A 我 们 可 以 得 到 下 面 两 个 有 用 的 结果 (参见 文献 [84] 和 [85]). 
引 理 4.21 4-rc€R", lJ 


R(rekK, |R(z)—-yls&lr-—vyl Yy eK 
引 理 4.22 ”程序 A 会 在 有 限 步 迭代 后 终止 . 
算法 4.6 ”选取 TQ E 肛 ”和 两 个 参数 ,5E(0,1). 4 i— O0. 
步骤 1. 在 程序 A PRA =F), 然后 令 ri = R(T). 
步骤 2. 选取 w € T(ri), Hkh 是 满足 下 面 不 等 式 的 最 小 非 负 整数 : 


v; € T(Pk (zi — Yti)) (4.38) 
y |u; — v,|| < (1— Ô) ||T ye: (Ti, wi) || (4.39) 

4- p; — 4": 和 
zi = Pk (Ti — pitti) (4.40) 


de X ru (i, ui) = 0, E 
333. HH Tigi = Pu, (zi — piti) KP 


H; := (x € R” : h;(z) < 0} 


hr := (Qri— p;ui— zi, — zi) (4.41) 


4-i:—i4-1, 回 到 步骤 1. 
注解 4.8 步骤 3 中 的 半空 间 Hi 的 边界 超 平 面 在 点 zi 支撑 集合 K. 
注解 4.9 — KC Hi. 事实 上 , 根据 引 理 1.3(i) 和 Hi 的 定义 , 有 


(£i — piti — Zi, £ — 2i) S0, vrek 


所 以 K C Hi. 
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我 们 首先 证 明 算 法 4.16 是 有 定义 的 . 

命题 4.23 如果 Zi 不 是 变 分 不 等 式 问 题 (4.1) 的 解 , 则 存在 非 负 整数 满足 
X, (4.38) 和 式 (4.39). 

证 明 ”假设 对 所 有 大 和 所 有 veT(z,) = T(Pk(x; —^u;)), 有 


y |ui — vl] > (1 — ae — zal 
BẸ 


1 一 0 
lus — vio — p ry Gro uil 


x E min(1,5*)ln Gris ui) 

=(1—94)||ri (zi, ui)] (4.42) 
其 中 , 第 二 个 不 等 式 根据 引 理 4.20, 而 等 式 根据 7Y € (0,1) M k 2 0. 由 于 Px (-) 连续 
H xi € K, z, = Pk(z; —5^u;) > tilk > oo). 由 于 TT 是 下 半 连 续 的 , ui ET(zi) 


A zk — ai(k 一 oo), 所 以 存在 vk € T(zy) E vy > ulk 一 oo). 因此 , MX (4.42) 
可 得 


lui — Vell > (1-9) |[ri (zi wa)ll, Yk (4.43) 
在 式 (4.43) 中 令 大 一 co, 有 
Ü = |ui = uill 2 (1 = 0) ||r4 (Li, Ui) || > 0 


矛盾 . 证 毕 . 

接 下 来 我 们 证 明 算 法 4.6 步骤 2 中 的 终止 准则 是 有 效 的 . 

定理 4.24 在 算法 4.6 "P, Rr, (m; ui) ^0, W] z; € S. 

WEBB 如果 ru (ai, ui) = 0, W z; = P(x: — piui). 由 于 pi > 0, 故 从 命题 4.1 
可 得 wi € S. 


下 面 的 辅助 结果 将 被 用 来 证 明 算 法 4.6 的 收 合 性 . 
引 理 4.25 ” 设 序列 {r} 由 算法 4.6 产生 ,zr* € S. 如 果 假 定 (4.3) 成 立 , 则 


|zini — z* |^ < lx; — z*|[^ — 6(2 — ô)|lr p (xi, wa) II? (4.44) 
证 阴 ”由 于 wi ET(z;) 和 zxz* eS, WARE (43) 可 得 


(vj,2;—2 )20 


AA RARER « 108. ， 


所 以 

(Uj, Tit1 — $") 2 (vi, Tipi — Zi) (4.45) 
根据 Hi 的 定义 有 

(Tipi — 2, Be — prt; — By <0 
因此 


人 | — Zi, Ti — p4iUi 一 Za) = (Qui — Zi, Ti — piui 一 oy) 
Fpi (Tipi — Zi, Ui — vi) 
S pi (Ti+1 — Zi, Ui Vv) (4.46) 
4 ti = zi — pivi, 则 
[Ti — z*l^ = Pu (ti) — e*l? 
= (Pu, (ti) —= be +f; a z^. PH, (ti) == ti + be men! g;* 
= |t; — z*||* + |t; — Pu, (ta) ||? + 2(Pu, (t) — ti, ty — x*) 


2|t; — Pu, (ts) ||? + 2(Pu, (ti) — ti, t; = a^) 
—2(t; — Pu, (ti), z* — Pu; (ti)) « 0 


Iti — Pa, (ts) ||" + 2(P x, (ts) — ti, ti — 2*) € —lt Pin (ts) I? 
因此 


lc: — z* l^ «llt; — z*ll^ — | — Pa 0? 


= |i — pivi — x" ||? = ||ri — pivi — Pu, (ti) || 
= |iz; — z*[* — lei — Ziyi ll? + 20;(z* — 3:41, vi) 
< |lz; — z*||* — ||xi — Fina ll? + 2pi(zi — ixi, vi) 


其 中 , 最 后 一 个 不 等 式 是 根据 式 (4.45). 所 以 


(Eei — 2" ||? < lla — a" ||? — [os Eiga ll? + 20i (2: — Fer, vi) 
= |x - g^ |? = (az = a k Pipi; Di — 4 -r 24 — Ti+i) 


T2pi Ui — 241, Vi) 
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I^ — lz — £i 


= [zi = 2" ||? = loi = zi 
T2(Xu — Zi By — pry — ) 
< [mi 一 aa a — [zi — z^ — | zi — Gaal? 
+2 pj (Tipi — Zi, Ui — Ui) 
& lle; — e [^ — Iro (we, ea)" = | — Bial” 
-2(1 — $)| Eie: — zilli p (i, as (4.47) 
其 中 , 第 二 个 不 等 式 是 根据 式 (4.45), 最 后 一 个 不 等 式 是 根据 Cauchy-Schwarz 不 等 
式 和 式 (4.39). 


此 外 
0« ((1— lry, (zi, ua) || — Ili — zll)” 
=(1 — 6) |Irp, (zi, ui) ||" — 20 = Nz — zillllrp: Gris ua) ll + [lee — Zi 
所 以 
2(1 — S) Eia — zilllra ris us) |] < (1 — 9)*]ro (zi, wa) ||? + zi — iil? — (4.48) 
结合 式 (4.47) 和 式 (4.48), 有 
lic: — "l^ < lai z^ = 6(2 — Dlr, (zi, wl (4.49) 


从 云 (4.49), 并 根据 引 理 4.21, 有 


eign — z*ll^ < [|ui — x* |? 


< |r; — x*||? — 6(2 — 6)||rp, (z;, ua)? 


证 毕 . 

定理 4.26 Pý T: K 2" 是 连续 的 、 具 有 非 空 紧 凸 值 的 , BAR X 
(4.3) 成 立 , 则 算法 4.6 产生 的 序列 收 伊 到 变 分 不 等 式 问题 (4.1) € —^M T. 

证 明 令 x*e5S. HF O< 5 <1, MH 0(2—5) € (0,1). 由 此 从 引 理 4.25 可 得 


5(2 — &)llro (wi, ui) < los — a*l? — lanis — 2" |? 
因此 序列 {ei — c*||?) 单调 不 增 , 从 而 收敛 . 所 以 序列 {zx;} 有 界 且 


0 < d(2 — 6)|Irp, (wi, wi) ||? < læ: — @* ||? — t1- 2" ||? +0, i — oc 


4.4 次 梯度 算法 - 105 - 
这 蕴含 
lim ||rp, (ai, w;)]? = 0 (4.50) 


根据 序列 {zi} 的 有 界 性 可 知 , 存在 子 序列 (m,,) 使 得 x; 一 z(j — oo). 

如 果 m 是 变 分 不 等 式 问 题 (4.1) 的 一 个 解 我 们 接 下 来 证 明 整 个 序列 {zx;} 收 
MET. 在 前 面 的 证 明 中 用 豆 代 奉 z* ,得 到 序列 {||z; ||) 是 单调 不 增 的 , 从 而 收 
SK. 由 于 Hz 是 序列 {zx;} 的 一 个 聚 点 , 因此 {le — 2 ||} 的 某 个 子 序列 收敛 到 0. 这 证 
明了 整个 序列 £z; — z|) 收敛 到 0, 因此 lim mium 

现 假设 互 不 是 变 分 不 等 式 问题 (4.1) 的 解 . 首先 证 明 算 法 4.6 中 的 ki 不 可 能 
趋 近 于 oo. 由 于 映射 了 ESE AOR, 故 根据 引 理 1.26 可 知 , (T(z;)) :ie N} 是 
有 界 集 , 从 而 序列 {ui} AF. 所 以 存在 子 序列 {wi;} 收敛 到 元 由 于 映射 了 是 上 半 
连续 且 紧 值 的 , 故 引 理 1.27 表明 映射 T 是 闭 的 , 从 而 u e T(z). 根据 点 的 定义 有 


3*7! pu; — ol] > (1 — Orr (mi w)ll, Vo € T(zy-1) = T(P (zi -y u;)) 
即 


] 一 
lui — vl > Sling -1i (25, tti) 


1 一 0 
E -min(l,^ 5C Ty es (xi, vi) 
— (1 — é)|ni(zi, will, Wu € T (zx, 1) 
=] 


=T(Pp(zi —5"-71u), Vki > 1 (4.51) 


其 中 , 第 二 个 不 等 式 是 根据 引 理 4.20, 等 式 是 根据 y € (0,1). 


如 果 ki, — oo, 则 Pk (zi — 5^5 ^u) + z. 根据 映射 T 的 下 半 连 续 性 可 知 ， 
存在 ui, € T(Pk(zi, -y *ui,)) EE u,, > u(j 一 oo). 所 以 , 从 式 (4.51) 可 得 


|| us. = ui, | Pa (1 = à)|[r1(xi, s Uij JI (4.52) 
在 式 (4.52) PS j 一 oo, 根据 rO) 的 连续 性 , 得 到 如 下 了 矛盾: 
0 2(1-$8)|ri(r,u)|? > 0 


所 以 序列 {ki} AF, 从 而 (o;) AR. 
根据 引 理 4.20 有 


| 
= piliri(zi, ui) (4.53) 


|T p (Tis ui)|| > min{1, pij ||r1(zi, ui) 
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因此 从 式 (4.50) 和 式 (4.53) 可 得 
lim pilri(z;. wi) = 0 (4.54) 
根据 {pi} 的 有 界 性 有 lim | ra (xi, Ua) || = Q. HT ril.) 连续 且 序 列 {25} 和 {ui} 
有 界 , 故 {(zi,ui)} FERA (T,0) 满足 ri(z,u) = 0. RAG m 为 变 分 不 等 式 问 题 
(4.1) 的 解 . 类 似 于 前 面 的 证 明 可 得 lim z; = z. 
现在 介绍 算法 4.6 所 产生 迭代 序列 收敛 率 的 一 个 结果 . 
AEB 0 > 0, 定义 


P(8) := ((x,w) € K x R” : w e T(z), |[ri(zx,w)|| < 0) 
称 了 在 天 上 是 L-Lipschitz 连续 的 , 如 果 存 在 常数 L > 0 使 得 
D(T (x), T(y)) < Lllz — yl 


其 中 , D 表示 Hausdorff 度量 . 
定理 4.27 ”在 定理 的 假定 下 ， 如 果 映 射 T 是 L-Lipschitz 连续 的 (L > 0) 且 
存在 常数 0,0 > 0 使 得 


dist(x, S) € e||ri(z,w)|?,  V(z,w) € P(0) (4.55) 
则 存在 常数 a > 0 使 得 对 充分 大 的 i 有 


1 
dist(z;, S) < 


ai + dist? (zo, 9) 


WERA $ p:— min(1/2, L^!5(1—4)). 首先 证 明 p; > p 对 所 有 的 i 成 立 . 根据 


p, 的 定义 有 p, € (0,1). 如 果 p; = 1, 则 显然 p; > > >p. 现 假定 pcd. 由 于 
pi = ^45, Kk 21. Atk HEHE 


yu; — vl] > Olen (wi, ua) |], Vv € Tzk: i) = T(Pk(zi — 1 u;)) 
即 
1 = 0 2 zy — Y ki—1l, k > 
|ui = vll > mln (tou), Ve € Ti) = T(Pic (wi 357 ui) > 1 


由 于 ui ET(xi) E T dX BB, 根据 Hausdorff 度量 的 定义 知 , 存在 v; € T (Px (xz; 一 
y^ 75u,)) 使 得 


1—ó T 
aci i (Pi, ui)|| « lju: — vil < A(T (zi), T(P (zi — 7) & Llr ye- (Ti, ui) 
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BibL o; > L-'4(—58)2 g. 
4 r* € Ps(zi). 根据 式 (4.44) 和 式 (4.55) AI, 对 充分 大 的 有 
dist (2541, 5) € sr — z" |? < loi — z* |l? — 6(2 — 6)|Iro (wi. us) ll? 
« lr; = x* |^ — 6(2 — 6) pF ri (zi, Il 
« [zi — z* |^ — 9(2 — )p ||r1 (a3, us) ||? 
« dist? (z;, S) — 6(2 — 6)p?c-^dist! (zi, S) 
其 中 , 第 二 个 不 等 式 是 根据 引 理 4.20, 第 三 个 不 等 式 是 根据 p; p. 
id a =: 6(2 — 0)p2c-4. 根据 引 理 1.31 有 
dist(zi,S) < dist(ro, S)/4/ cidist^ (rg, S) + 1 = 1/4/ai + dist ^ (rg, S) 
下 向 的 例子 表明 , WR 了 是 伪 单 调 的 , 则 假定 (4.55) 也 可 能 成 立 . 


例 4.1 4 K :=[-1,00) de T(r) = (z* - 1), R] T 45 3865 B.E 7E 
问题 (4.1) 的 解 集 为 S— {一 1}. $4 c=1 $90 — 1, MR (4.55) KS. 


4.5 数值 实验 


本 节 通 过 实例 给 出 了 前 述 主要 算法 的 数值 比较 结果 , 关于 数值 实验 比较 结果 的 
更 多 细节 , 可 参考 文献 45]. [48]. [50]. [52]. 

我 们 通过 MATLAB 编程 (CPU intel core i5 和 MATLAB 7.0.0.19920(R14)), 给 
出 了 前 述 主要 算法 的 数值 实验 结果 . 在 下 面 的 表格 中 “It.” 表 示 友 代数 目 “CPU?” 
表示 CPU 运行 时 间 (单位 : s),s 表示 当 ralz, €)]| € € 时 程序 结束 . 

例 4.2 令 n=3, 如 下 定义 T:K 一 28 : 


T(x) := ((t,t — zi,t— 22): t € [0, 1]) 
其 中 


K = iren: Sn = | 
i=1 


容易 检验 , 集合 K 和 映射 T 满足 定理 的 条 件 , H (0,0,1) 是 变 分 不 等 式 问题 
(4.1) 的 一 个 解 . 在 算法 4.1、 算 法 4.2 和 算法 4.5 "B, 我 们 选取 o = 0.8, = 0.6 和 
u= 1, 初始 点 ro = (0.3,0.4,0.3); 在 算法 4.6 中 , RADER ô= y = 0.5 M u= 1, 9] 
始点 ro = (0.3,0.4,0.3). 数值 实验 结果 见 表 4.1 和 表 4.2. 
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表 4.1 算法 4.1 与 算法 4.2 的 数值 比较 结果 


算法 4.1 算法 4.2 
It. CPU It. CPU 
1077 55 0.358802 24 0.187201 
10-9 39 0.296402 18 0.171601 
ij 23 0.234002 11 0.171601 


表 4.2 算法 4.5 与 算法 4.6 的 数值 比较 结果 


算法 4.5 算法 4.6 
It. CPU It. CPU 
10-77 24 0.234001 13 0.343202 
10-4 17 0.234001 10 0.327602 


10-3 10 0.187201 6 0.312002 
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本 章 介绍 了 求解 单 值 变 分 不 等 式 、 集 值 变 分 不 等 式 和 广义 变 分 不 等 式 的 新 的 
投影 算法 , 该 方法 的 特点 是 当前 迭代 扩 在 集合 序列 Ki 中 , 该 集合 序列 上 图 收敛 到 
变 分 不 等 式 问题 的 可 行 集 K, 而 下 一 步 迭 代 点 是 到 超 平面 与 集合 Ki 的 交 上 的 投 
影 . 在 所 涉及 映射 是 伪 单 调和 连续 的 假定 下 , 我 们 证 明了 所 提出 的 算法 强 收敛 到 变 
分 不 等 式 问 题 的 解 . 


5.1 音信 变 分 不 等 式 
我 们 考虑 如 下 的 单 值 变 分 不 等 式 问题 : 求 z* e K 使 得 


(T(z*),y—2*)>0, VycekK (5.1) 


其 中 , K 是 R” WAES ALR, T:K >R” 为 单 值 映射 . 


4 S, 为 变 分 不 等 式 问题 (5.1) 的 解 集 . 在 本 节 中 我 们 假定 问题 (5.1) 的 解 集 
S, 关 2,TRIRA 51 是 伪 单 调 的 , Bp 


(T(y),y—2) 20, veEK,VvYrEDSI (5.2) 


如 果 了 (在 集合 K 上 ) 是 伪 单 调 的 , 则 性 质 (5.2) 成 立 . 

用 NCCS(R") 表示 了 "的 非 空 闭 凸 子 集 族 . 设 {Ki} A NCCS(R") 中 的 集合 
序列 . 

Xf Vz e R” Al wp > 0, W 


r(x) :— x — Px, (x — pT (c)) 


类 似 于 引 理 1.24 的 证 明 , 我 们 有 下 面 的 结论 . 
引 理 5.1 Vr eR" fe» 0, 78 


min{1, uj |ri(z)|| < llr (x)]| < max{1, p}\\r}(2)| (5.3) 


接 下 来 我 们 介绍 求解 变 分 不 等 式 问 题 (5.1) 的 如 下 投影 算法 . 
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算法 5.1 设 {Ki} 是 NCCS(R") 中 的 集合 序列 且 满 足 Kid K. 选取 Zi € Ky 
和 参数 0,o € (0,1). i=l. 
步骤 1. 令 是 满足 下 面 不 等 式 的 最 小 非 负 整数 k: 
^ IT (xi) — T (Px, (zi — T(E) € ellrg (xi) (5.4) 
令 ni = 0% 和 
yi = Px, (xi — mT (xi)) 
步骤 2. HH xii: Phn (ti — mT (yi), HP 
Hi := {x € R^ : (ri — mT (2) - 952 — y) < 0} 
4-i1:—i4- 1, 并 回 到 步骤 1. 
注解 5.1 根据 引 理 1.3(i) 和 Hi 的 定义 , 有 
Vr € Ki, (£i — MmT (xri) — yi, £ — yi) <0 
所 以 K; C Hi. 
首先 , 我 们 证 明 算 法 5.1 是 可 行 的 . 
命题 5.2 ”假设 对 所 有 的 >0 有 KiCE 天 , 则 存在 非 负 整数 ki 满足 式 (5.4). 
证 明 如果 对 某 个 no 208 Ting mi) —0, 上 内 需 取 k; = ng BNA. 


现 假定 对 某 个 ny > 0, ri (zi) #0. ARIE. 假设 对 所 有 的 kk 和 yp = 
Prete =F Te E 


g |T (xi) — Tye) || > ollrox (wa)! 
即 


(ei) — Ti) || > gi lir Gr 


G ! : 1 
2 gr mint, * Yr (xi) 


=o\|lri(zi)| (5.5) 


其 中 , 第 二 个 不 等 式 根据 引 理 5.1， 而 等 式 是 根据 be (0,1) Mk 2 0. 由 于 Px,(-) 
连续 且 wi € Ki, HX yk = Px, (ri — 0"T(zi)) — zi (k + oo). 由 于 res (z;) #0, SOR 
据 引 理 5.1 可 知 


0 < |[ron1 (zi < max(1, 0" rt (;)]| = [ri oi) 


| 
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其 中 , 最 后 一 个 等 式 是 根据 0 «1. 由 于 T 在 六 上 连续 , 在 式 (5.5) HS k—oo, 有 
0 = [T (zi) = T(zi)]| > e||ri(zi)l| > 0 


矛盾 . 证 毕 . | 
引 理 5.3 ”假设 对 所 有 的 1>15S C Ki C K Ki  K, BAR (5.2) RE. 设 
{ri 是 算法 5.1 产生 的 序列 , z* € S,, 则 


[zii = x^ < lei — e*l? — (1 — o?)n2|lri (a2) ||? (5.6) 
证 明 ”由 于 x* € sS, 故 从 假定 (5.2) 可 得 


(T(yi) yi x*) 20 


因此 
(T (yi), zii — @*) > (T (yi), ziii = yi) (5.7) 
根据 步骤 2, 有 
(Titl — Yi, (ri — MT (x:)) — yi) < 0 
所 以 


Gic Yi, (Di = MT (yi)) = yi) = (wi — yi zi — MT (ri) — Ya) 
于 (HE = tiyT (ws) = Ty) 
S fibe — th Tan) Tg) (5.8) 
id z; = zi — mT (yi), WA 
laica = z* || m IP nn, (zi) 2 gl 
= (Puink, 40i) — zi + zi — £*,Puink (%i) — 2i t zi — x) 
= zi — x*ll^ + llzi — Panr au Gil 


T2U0Pnink au) — Ai, Zi 一 2”) 
由 于 


2|; = PHA (zll? T 2 PH nia (28) — £i, £i — g^) 


= De, mE Punk; a4l950)7 nee 人 和 RE (2i)) £ () 
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故 有 


lzi — Pucca GUI? + 2(Pp,nk i Gi) — 252; — £^) -|i ^ Pucca (zal? 
Lit 
eaim 2*]^ < — 2" l^ — ll Pnr (2) II? 
= [zi — mT (yi)) — z*ll* — (zi mT (y) — Puce (%) I? 
= |z;— 2" ||? — |[z; tiil + 20;(* — tii. T (o) 
« [zi — z*]^ — lxi — vega ||? + 2miyi — mii T (y) 
其 中 , 最 后 一 个 不 等 式 是 根据 不 等 式 (5.7). 所 以 


lia — 2^ < lle; — x*]^ — lec tiril? + Ile Titr Tc) 
= |z; — x” ||? — {2i — 35 F Yi — irt Bi — Ya tii — Bay) 
+2ni (yi — zii, T(yi)) 
= |z; 一 a* |" — |z: — il^ = hw - al 
十 2 — Vidi — MmT (Ys) — yi) 
<le = a" = llo = yal? = y= mieill 
T2ni£igi-— yo T(zi) — T(yi)) 
& [zi — z* |^ — ls — yall? — [lye — 25:3 |l" 
+20||zi+1 — villllzi — vill (5.9) 


其 中 , 第 二 个 不 等 式 是 根据 式 (5.8), 而 最 后 一 个 不 等 式 是 根据 Cauchy-Schwarz 不 
等 式 和 式 (5.4). 


由 于 
(ollzi — vill — llei — vil? 


=o" |z; — yil? — 2el|zis1 — villllzi — yall + lyi — zir ll? 


20 
A 
2c ||zici — villlzi — vill € o° lei — yall? + ly — £l" (5.10) 
结合 式 (5.9) 和 式 (5.10), 可 得 
lii — 2" l^ < lle, —2*] — (1— 0) las = (|? 


= ||zi — z*|* — (1 — e*)Irz, (wa) ||? (5.11) 


5.1] 单 值 变 分 不 等 式 4 13- 


JS HE 5.1 可 得 
rp (24) |] > min(1, mi |i (;)]] = millri (i) (5.12) 


因此 ， 从 式 (5.11) 和 式 (5.12) 可 知 式 (5.6) 成 立 . 

定理 5.4 ”假设 对 所 有 的 i 之 1 有 S1 C Ki CK, KBK, BAR X (5.2) 成 立 . 
JoX T: KOR" ££ K 上 连续 , 那么 算法 5.1 产生 的 序列 {xi} 收敛 到 问题 (5.1) 
的 一 个 解 T. 


证 明 e* CS}. HF 0c«o«1, i (1—0o?) € (0,1). 因此 , 从 引 理 5.3 可 得 
Q-a’ lirite)" < Ilex — 2* ll^ leia — 27 lf 


由 此 可 见 , 序列 {lei — x*|?) 是 非 递增 的 , Mito. 所 以 序列 {zi} AF, R. 


0 € (1—o?)n?|ri (zi)? < lss =r l = leg = z*||^ — 0; i— co 
XX Zi We 
lim 5i|[ri(i)]| = 0 (5.13) 
我 们 考虑 如 下 两 种 情况 : 


情形 1 假设 limsup n; > 0， 由 此 根据 式 (5.13) 有 lim inf lri(z;)]| = 0. 由 于 


{ai} 有 界 和 映射 T 是 连续 的 故 根据 引 理 1.32 可 知 ， 序列 (a) FERA m 满足 

ri(z) = 0, Bl z AERIS (5.1) 的 一 个 解 . 接 下 来 证 明 zx; — zli 一 oc). 在 前 面 证 明 中 
Fc ANS x* 可 得 , 序列 v — zl) 是 非 递 增 的 , 进而 收敛 . 由 于 是 序列 (m) 的 
一 个 聚 点 , 故 (lm; 一 二 |} 的 某 个 子 序列 收敛 到 0. 这 就 证 明了 整个 序列 (m; 一 ml) 
收敛 到 0, 因此 lim T= m. 


情形 2 假设 lim m — 0. 根据 wn; 的 定义 知 , 对 所 有 的 ki 2 1, 有 


|T (t:i) — T(Pr, (zi — 0^ T(xi))))| > |zi — Pk, (x; — 0% 1T (zx) 


O 
üki-1 
O , 
= seca rina Gl 


> allri (x: 
其 中 , 第 二 个 不 等 式 是 根据 引 理 5.1. 所 以 
IT(z;) — T(Px, (zi — 87 nT (2) > llr (wi) (5.14) 
设 却 是 序列 {fzi} 的 任 一 聚 点 , 则 存在 子 序列 {z;,} 收敛 到 去 因此 ,从 式 (5.14) 可 得 


IT (zi) — T(Px, (zi; — 07 T(25))) > allr? (E) (5.15) 
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A> j — oo, 根据 引 理 1.32 和 映射 T 的 连续 性 , 有 
0= [IT (zx) — T(z)| > e|lr1(z)]| 


所 以 ri(z) = 0. RAE T r 是 变 分 不 等 式 问 题 (5.1) 的 一 个 解 . 类 似 于 前 面 的 证 明 ， 
有 lim ga =F, 
算法 5.2 ik {Ki} € NCCS(R") 使 得 Ki BE K 的 集合 序列 ,选取 6 Ka 
和 参数 0,0 € (0,1). i=l. 
DRL Kk RAR OKAY KR) EH k: 
6^ | T (zi) — T(Px, (a — O*T(24)))|| € allro (zi)l (5.16) 
4- n; =O" 和 
yi = PK, (zx; — nT(zi)) 
步骤 2. 计算 
Titi := Pr, (ti 一 niT(yi)) (5.17) 


Aji:=i+l, 并 回 到 步骤 1 
接 下 来 我 们 先 证 明 算法 5.2 是 可 行 的 . 
命题 5.5 (RAH iSO, K; C K， 则 存在 非 负 整数 ki 满足 式 (5.16). 
该 性 质 的 证 明 类 似 于 性 质 5.2, 故 略 去 . 
引 理 5.6 。” 设 对 所 有 i> 1, AS, CK, CK, K, BK, BAR € (5.2) 成 立 . 设 
{xj} 是 算法 5.2 产生 的 序列 ,x* € S. 则 


lten — at’ < loi — a ||? — (1 — ea 
证 明 ”由 于 z* e Sy, 故 从 假定 (52) 可 得 
(T (yi), yi - 2") 20 
所 以 
(T (yi), zix1 — 2") 2 (T (yi) tii — Yi) 
由 于 zi € Ki, 根据 引 理 1.3(i) MA (5.17) 有 


一 一 yi) <0 
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因此 


6 一 
一 
SU) (Zep Vi T(z)-T(y) 
余下 证 明 过 程 类 似 于 引 理 5.3, 只 需 将 Pk, 代替 Priok 即 可 , 故 略 去 细节 
定理 5.7 BRYA izl A SCK;CK,K,5 K, BAR (5.2) x. 
do RRA T: KOR AK 上 连续 , mp Ak 5.2 产生 的 序列 (rz) 收敛 到 问题 (5.1) 
的 一 个 解 T. 
该 定理 的 证 明 类 似 于 定理 5.4, 故 略 去 . 
如 果 对 所 有 的 i 有 K: 三 天 , 则 上 述 两 个 算法 变 为 求解 变 分 不 等 式 问 题 (5.1) 
的 如 下 算法 . 
算法 5.3 ”选取 xzoE 开 和 参数 goel(0,1). 令 i1=1. 
步骤 1. 设 上 ;是 满足 下 面 不 等 式 的 最 小 正 整 数 : 
6^ |/T (xi) — T(Px (zi — 6T (2;)))| < ellro« (za) 
4- ni =O" 和 


yi = Pg (zi — mT (2%) 


dX ru (xz) 20, Hak. 
步骤 2. 计算 


$4441 = Pt = ni (yi)) 
4i:=i+1, 并 回 到 步骤 1. 
类 似 于 定理 5.4 或 定理 5.7 的 证 明 , 我 们 有 下 面 的 收敛 结果 . 
定理 5.8 wR: KR AK 上 连续 , ARE (5.2) KZ, 则 算法 5.3 产 
生 的 序列 {xi} 收敛 到 问题 (5.1) 的 一 个 解 T. 
5.2 ” 集 值 变 分 不 等 式 
我 们 考虑 如 下 集 值 变 分 不 等 式 问 题 : 求 r* € K 和 w* € T(z*) 使 得 


(w',y—rz')20, vek (5.18) 
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其 中 , K 是 Rn 的 非 空 闭 凸 子 集 , 了 :天 一 2 是 一 个 集 值 映射 
设 5S2 为 变 分 不 等 式 问 题 (5.18) 的 解 集 . 在 本 节 中 , 我 们 假定 集合 S» AS, HA 
射 T 是 连续 的 且 具 有 非 空 紧 凸 值 , 并 满足 下 面 的 性 质 : 


(w,y—z)20, Vye K,Vv € T(y), Vr € So (5.19) 
如 果 映 射 T 是 伪 单 调 的 , 则 性 质 (5.19) 成 立 . 
对 任意 的 ze R",weT(z) 和 >0, 记 
ri (£, w) := x — Pk,(z — pw) 
引 理 5.9 ”对 任意 的 ZTERnwET(z) 和 凡 >0, 有 


min(1, uj ||ri (z, wl < [ri (x, w)|| < max{1, u|ri (£, w)|| 


该 引 理 的 证 明 类 似 于 引 理 1.24. | 

算法 5.4 ik {Ki} X NCCS(R") 中 的 集合 序列 ,并 满足 Ki OK. RE 
rj € Kı 和 参数 0,0 € (0,1). 4 i— 1. 

33k 1. 选取 ui ET(zi), FF ki 是 满足 下 面 不 等 式 的 最 小 非 负 整 数 人 : 


vi € T(Pxr, (zi — bru;)) (5.20) 
6^ ur — wil < o lre (aa, us)] (5.21) 


4- ni = 0^: 和 
yi = Px, (Ti — riui) 
步骤 2. HH Ti+l := Pikes (Ti TRUL), 其 中 
Hi:= {x € R” : (ti — Mw — Yi, B — Yi) <0} 


4i:=i+1, 并 回 到 步骤 1. 

下 面 的 命题 表明 算法 5.4 是 可 行 的 . 

命题 5.10 ”假设 对 所 有 的 i 之 1 有 K; CK，, 则 存在 非 负 整 数 ki 满足 式 (5.20) 
fo X, (5.21). 

证 明 ”如 果 对 某 个 no 50 有 rijs (i, ui) =0, MR AE k; —no M v; —u; BIT. 

先 假设 对 某 个 ni > 0， Ta; (zi, ui) x 0. 用 反 证 法 . 假设 对 所 有 的 大 和 所 有 的 
v € T(Px,(x; —0*ui)), A 


OF ||u, 一 v|| > LT (zi, ùi) || 
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Bl 


O qoi 
jus — v] > gk Ires (xi, Ui) | 
> zi min(1, 8* yr ( (Ti, ui) ll 
=0 ||] (ai, us)]| 


其 中 , 第 二 个 不 等 式 是 根据 引 理 5.9， 而 等 式 是 根据 0 € (0,1) 和 大 2 0. AF 
Pk,C) 连续 且 r; € Ki, W Pk,(zi —-0*uj) — z; (k — oc). AF vu € T(r) 和 
Px, (ri—0*u;) — i (k => 06). 所 以 T 的 下 半 连 续 性 缠 含 存在 Uk € T (Px, (r;—6^u,)) 
使 得 vy — ui(k — oc). 因此 


lui — vel] > allri (Gris wi)ll, Vk (5.22) 
由 于 rin (ai, ui) z: 0, 故 根据 引 理 5.9 可 得 
0 < ||rg»; (zi, wi) < max(1,0"* J [rt (xi, wa) = Iri (ris ua) | 
其 中 , 最 后 一 个 等 式 是 根据 0" < 1. TEX (5.22) HO k> oc 有 


0 = |ui — wl > allri (zi, u;)l| > 0 


FE. 证 毕 . 
类 似 于 引 理 5.3 的 证 明 ， 我 们 有 下 面 的 结果 . 
引 理 5.11 MAMAH i2l4Sck,ck,K, PK, BIR (5.19) 成 
3. dE (xb 是 算法 5.4 产生 的 序列 , c* € Go, Wu 
laii — z* ||? < lxi — z* = (1 — o?)nz Iri (zi us) II? (5.23) 


定理 5.12 ”假设 对 所 有 的 ISLA SCKcK,kK,; SK, ARE (5.19) 成 
i. 如 果 映 射 了 :及 一 2* 是 连续 的 且 具 有 非 空 紧 凸 值 ， 则 工法 5.4 产生 的 序列 
{xi} AK Ak 5] |] AA (5.18) 的 一 个 解 T. 


证 明 reS. FHF O<o <1, W (1-0?) € (0,1). 因此 , 由 引 理 5.11 可 得 
0 € (1— oo)m ||ri (ai, ua) ll? < lo; — x" — ziz — "l^ (5.24) 


所 以 序列 {lei — z*||?) 是非 递 增 的 , 从 而 收敛 . 因此 , 序列 {zi} 有 界 . TEX (5.24) 
hS 1— oo 有 


lim ri|[ri(zi, ui)|| = 0 (5.25) 
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序列 {zi} WA ATER SE EET PS {xz; } 使 得 ri 一 Tj 一 o9). 

如 果 互 是 问题 (5.18) 的 一 个 解 , 接 下 来 证 明 z; > Tli 一 oc) . 在 前 面 证 明 中 
Hz VE z* 可 得 , 序列 {le -Tl 是 非 递 增 的 , 进而 收敛 . 由 于 去 是 序列 {zi} 的 
一 个 聚 点 , (m; T 的 某 个 子 序列 收敛 到 0. 这 就 证 明了 整个 序列 {||zx; — zl) 
收敛 到 0, 因此 lim Ti =T. 

现 假设 T 不 是 问题 (5.18) 的 解 . 首先 证 明 算 法 5.4 中 的 ki 不 可 能 趋 近 于 oo. 
由 于 映射 T 是 连续 的 且 具 有 紧 值 , 故 由 引 理 1.26 可 知 , {T(z;) :ie N} 是 一 个 有 
界 集 ， 从 而 序列 {ui} 有 界 . 因此 ， {ui} 存在 子 序列 {u} 使 得 ui,  u(j 一 oc). 
由 于 映射 T 是 上 半 连 续 的 且 有 具有 紧 值 , 故 由 引 理 1.27 可 知 , 映射 了 是 闭 的 , 从 而 
uc T(r). 根据 ki 的 定义 有 


0 一 1 一 | 之 ell， (zi, ui)||, Vu € T(Pr, (zi - 9:714,)) 
B^: 


Bp 


ej f 

lui — vli > kat |l" 6s a (25, Ui) || 
O 

Bi 一 1 

—g|ri(riw)| VveT(Px.(x—9*"-u),Vk; > 1 


2 


min(1, 9^7! } ri (a, wi)|| 


其 中 , 第 二 个 不 等 式 是 根据 引 理 5.9, 而 等 式 是 根据 € (0,1). 
如 果 ki, 一 oo, 由 于 z € K, 则 根据 引 理 1.32 有 Pr, (ai, -0T u)  z. 
因此 ， 映 射 T 的 下 半 连 续 性 蕴含 存在 uy € T(Pk,. (zi; = G uj )) 使 得 Ti, > 


|| ts, — Ui; || > e ri ri, ti; )| 


4 j 一 oo, 根据 引 理 1.32 有 
0 > e|[ri(z,u)||? > 0 


Aya. 因此 , 序列 {ky} 有 界 , 从 而 (0) AF. 
根据 (m) 的 有 界 性 和 式 (5.25) 有 lim |ri (zi, ui) || = 0. 由 于 序列 (7;) Al {uj} 
JH Zt, SUA [38 1.32 可 知 , 序列 ((;,u;)) FERA (@, u) 使 得 r (z,u) = 0. 这 
缠 含 了 FH 是 变 分 不 等 式 问 题 (5.18) 的 一 个 解 . 类 似 于 前 面 的 证 明 有 lim z; =7. 
算法 5.5 i {Ki} 是 NCCS(R") 中 的 集合 序列 ， 且 满足 K, BK. 选取 
rj € Ko 和 参数 bg,oE(0,1). 4i — I. 


5.2 ” 集 值 变 分 不 等 式 


步骤 1. 选取 ui € T(zi), 并 设 应 是 满足 下 面 不 等 式 的 最 小 正 整 数 : 


v; € T(Px,(x; — 0*:u,)) 
g^: |ui — vili < llrgn (xj, us) || 
A ni = 0% 和 
yi = PK, (Ti — niui) 
步骤 2. 计算 
Lis. := PK, (xi — Hii) 
邻 1:= i 十 1, 并 回 到 步骤 1. 
首先 证 明 算 法 5.5 是 可 行 的 . 
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(5.28) 


命题 5.13 ”假设 对 所 有 的 2>1 有 KiE 开 , 则 存在 非 负 整 数 ki 满足 式 (5.26) 


fo X, (5.27). 
这 个 命题 的 证 明 类 似 于 命题 5.10. 


引 理 5.14 MAMAH i> A 52 C Ki C K, KBK, BAR (5.19) 成 


立 . 设 (rib 是 算法 5.5 产生 的 序列 ，z* € So. 则 
lici — z*ll* < lxi — at l^ — (1 — o*)ni llr} (wi, ws) I]? 
证 明 HF vie T(y;) 和 z* e So, 故 由 假定 (5.19) 可 知 
(vi, yi — 2") 20 
因此 
(vi gigi — 2") 2 (vs, dia — 34) 
由 于 y; € Ki, 故 根据 式 (5.29) 和 引 理 1.3(i) 可 得 
(Li+1 — Yi, (Li — MUI) — Yi) < 0 
所 以 
(Liza — yis (Ti — ivi) — yi) = (Tiga — Yi, Li — niui — yi) 
+i (Li+1 — Yis Ui vi) 


< i (Tier — Vi, Ua — Vi) 


余下 的 证 明 类 似 于 引 理 5.11, 只 需 将 Pk, 代替 Punxa, BE, 故 略 去 . 


接 下 来 我 们 给 出 算法 5.5 的 全 局 收敛 性 结果 . 


(5.29) 


(5.30) 
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定理 5.15 ”假设 对 所 有 的 i> 1 A So CK, C K, K K, BAR XL (5.19) 成 
立 . wRRHT: KO 在 开 上 是 连续 的 且 具 有 非 空 紧 凸 值 , 则 算法 5.5 产生 
的 序列 {Zi} 收敛 到 变 分 不 等 式 问题 (5.18) 的 一 个 解 T. 

证 明 ”我 们 只 需 就 去 不 是 问题 (5.18) 的 解 这 种 情形 进行 证 明 . 余下 的 证 明 过 
程 类 似 于 定理 5.12. 

假设 x AN Fz la (5.18) 的 解 . 首先 证 明 算法 5.5 中 的 ki 不 可 能 趋 近 于 oo. 由 
于 映射 工 连 续 且 具有 紧 值 , 故 根据 引 理 1.26 可 知 , {Tlzi) :i € N} BARR, 从 而 
序列 . {ui} 有 界 , 所 以 存在 子 序列 {wi } 使 得 ui, — u. 由 于 映射 了 是 上 半 连 续 的 且 
具有 紧 值 , 故 根据 引 理 1.27 可 知 , T 是 闭 的 , 从 而 u e T(z). 根据 ki 的 定义 有 


Or Ti — v|| > e|lrgs (miu), Vv € T(Px,(z; — 0“ wi)) 
即 


o ; ; 
[us — Ui) > grc (Tori: Gris Ui) 


O , —€— ; 
2 gk -imin(l, 9^ (za us) || 


—og|ri(z;u)|, Vee€T(Pxr(r;—-0*-lu)), Vki21 


其 中 , 第 二 个 不 等 式 是 根据 引 理 5.9, 而 等 式 是 根据 6 € (0,1). 
WR ki, — oo, 由 于 ze K, 故 根据 引 理 1.32 可 得 Pk, (ai, -0% u) > T. 由 
于 映射 了 是 下 半 连 续 的 , 故 存在 ui € T(Pk, (zi 0*5 "wi,)) 使 得 十; — u. 所 以 


|ui; — ui, || > ellri(zi , wi, | (5.31) 
& j 一 co, 则 根据 引 理 1.32 有 

0 > e|ri(z. £)? > 0 
AE. 所 以 {ki} 有 界 ， 从 而 {ni} 有 界 . 因此 , 由 式 (5.24) 可 得 


lim Ir, (2, £i)]| = 0 


由 于 序列 {r 和 {wj} BAR, 故 根据 引 理 1.32 可 知 ， 序 列 ((7;,u;)) FERA 
(元 ,元 ) 使 得 r (F,u) = 0. RHA T m 是 变 分 不 等 式 问题 (1.26) 的 一 个 解 . 类 似 于 定 
理 5.12 的 证 明 可 知 lim p= Fe. 


5.3 广义 变 分 不 等 式 TI T 


5.8. ] XAEAZRASE 
设 K ÆR 的 非 空 闭 凸 子 集 , Th: K OR 均 为 单 值 映射 . 我 们 考虑 如 下 广 
义 变 分 不 等 式 问 题 : 求 z* € K,h(z*) & K 使 得 
(T(z')h(y)-h(z*) 20, Vh(y) € K (5.32) 
对 任意 的 zeEK 和 >0, 记 
R,(z) := h(x) — Px,(h(z) — uT(z)) 
Ry(x) := h(x) - Pg (h(x) — uT (x) 
引 理 5.16 ZE 开 是 变 分 不 等 式 问题 (5.32) $3 8E 35 Bt 
R,(x) := h(x) — Pk(h(z) — nT(z)) —0 
引 理 5.17 对 任意 的 TEK 和 j>0, 有 
min(1, 1| R5 (x)]| < |o, (x)|| < max{1, u} | Ri (x 


该 结果 的 证 明 类 似 于 引 理 1.24. | 
算法 5.6 ik {Ki} 2 NCCS(R") 中 的 集合 序列 ， 且 满足 Ki SK. RR 
xı E Ki 和 参数 9,o € (0,1). i=l. | 
步骤 1. 设 店 是 满足 下 面 不 等 式 的 最 小 正 整数 k: 
0* ||T(h(ai)) = T(Px, (h(a) — OT (dN € o || R5, (,)] (5.33) 
4- ni = 0^: 和 


w” 


yi = Pk,(h(xi) — mT(zi)) 
Fk 2. orna 使 得 h(zi4i) := Punk (Aai) ^ mT(y)), 其 中 
= {x € R” : (h(zi) — mT (h(x:i)) — h(yi), £ — h(yi)) < 0} 
4i:=i+1, 并 回 到 步骤 1， 
记 S4 为 变 分 不 等 式 问题 (5.32) 的 解 集 . 在 本 节 中 , 我 们 假定 S Ø HTE 
K 上 关于 集合 Ss 是 h- 伪 单调 的 , 即 
(T(y),h(y) - h(z) 20, Vvh(y) € K,Vr € Ss (5.34) 
WR TEK 上 是 h- 伪 单调 的 , 则 性 质 (5.34) RI. 
首先 我 们 证 明 算 法 5.6 是 可 行 的 . 
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命题 5.18 ”假设 对 所 有 的 ;>0 有 KiC 天 , 则 存在 非 负 整 数 ki 满足 式 (5.33). 
证 明 如 果 对 某 个 no 20 A Rong (ti) = 0, 只 需 取 ki = no 即 可 . 


现 假 定 对 某 个 ni 20 有 n. (24) z 0. 假设 对 所 有 的 k 和 Jk = Pit.) v 
0* T (2)), 有 


OF |/T(h(;)) — T(yx)|| > e] Rox (wa) 
即 
ITE) — Ti) > ze lS Gol 
» z min(1. Y | Rt (x)| 
- e| Fi (zi)| (5.35) 


其 中 , 第 二 个 不 等 式 是 根据 引 理 5.17， 而 等 式 是 根据 c (0,1) Mk 2 0. HAF 
h(xi) € Ki, B Pk,(:) A h BEBE, 故 yx = Pk,(h(zi) 一 T(zi)) > h(i) (k — oc). 
由 于 Ron (x;) 4 0, 故 根据 引 理 5.17 可 知 


0 < || Ron, (xi) || < max{1,0™ } Ri(za)) = ||Ri (z) 
其 中 , 最 后 一 个 等 式 是 根据 O™ c1. 由 于 映射 了 连续 , 在 式 (5.35) HO k>% 有 
0 = [T (h(vi)) — T(h(zi))|| > e| Ri (zi)|| > 0 


矛盾 . 证 毕 . | 
定理 5.19 ”假设 对 所 有 的 i 之 1 有 53 C Ki CK, Ki > K, BAR X (5.34) 成 
立 . 设 (mi) 是 算法 5.6 产生 的 序列 ,z* € S4, XU 


上 zi) — h(z*)]* < ||h(wi) — he) — (1— e*)nz | Ry (ll (5.36) 
证 明 ”由 于 x* € S3, UA BOE (5.34) 可 知 
(T'(yi), h(yi) - h(z*)) 20 
因此 
(T (yi), hitit) — h(z*)) > 人 (7 大 Zi) — h(yi)) (5.37) 
由 算法 5.6 的 步骤 2 可 得 


(hlii) — R(yi), h(zi) — n T(h(zi)) — h(y;j)) & 0 


5.9 上 广义 变 分 不 等 式 «129. 


所 以 


(h(zi41) — h(yi), h(zi) — MT (Yi)) — h(yi) 
= (h(zi41) — h(yi), h(ri) — niT(h(zi)) — h(yi)) 
+i (hii) — h(yi); T(h(zi)) — T(yi)) 
< ni (h(ris1) — h(yi), T(h(vi)) — T(vi)) (5.38) 


id zi = h(x) — nT (yi), WA 


| h(zi41) — h(z*)Il 
= Pina (2i) — hle Jl? 
— {Phink Ui) ^ 2t & — h(z"), PHAR lei) = 2; 2 — h(z )) 
= [z; — A(z") ||? + llzi — Panis. (a)? 

+2(PH.nK;«; (2) — 2i, zi — h(x")) 


由 于 
2||2; m Piinius (zll? + 2(PHiNK <4: (Zi) = £i 4 — h(x*)) 
= 2 (2; dh P Hines (Ze), h(x”) = P Bus (21)) < 0 
故 
lzi — Puck a Gl? + 2(Paink,.,(%) — zi zi — A(2*)) 
< —||zi ^ Punk Gil" 
所 以 


|h(zi41) — h(z*)] 
« [zi — h(z*)I* = — Pirika Gill 
= (AE) — mT (ys) — hle J” — (ni) — mT (yi) — Pains Gal 
= [h(zi) — h(z*)lI* — Bie) — hGrici)ll + 2m(h(z*) — h(zixi), TQ) 
< |h(zi) = h(z*)|* — ||h(zi) — hess)? + 2m(h(yi) — hii), T(ui)) 
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其 中 , 最 后 一 个 不 等 式 是 根据 式 (5.37). 因此 


lA(z:+1) — h(z*)]j 
S |h(zi) — h(x") ||? — |e) — htir)? + 2m(h(i) — hitit), TQ) 
= ||h(zi) — h(z*)]? — (h(zi) — h(yi) + h(yi) — h(zizi), hli) — h(yi) 
+h(yi) 一 npn + 2ni(h(yi) — h(zix1). T(vi)) 
= [A(z;) — h(z*)l* — hlæ) — h(yi)ll* — Ae) — Alei)? 
T2(h(ri e — h(yi). h(vi) — mT (yi) 一 h(yi)) 
< |h(z;) — h(z*)]^ — ||h(z;) — A(ya) ||? — Ihi) — Awe) II? 
T2ni (h(zi41) — h(yi), T(h(i)) — T(yi)) 
< ||h(zi) = hiz")? = [h(zi) = hi) — |h(yi) 一 h(ai+1)II 
+20 ||h(zi1) — h(yi)|]|]h(xi) — hly) | (5.39) 
其 中 , 第 二 个 不 等 式 是 根据 式 (5.38), 而 最 后 一 个 不 等 式 是 根据 Cauchy-Schwarz 不 
等 式 和 式 (5.33). 
HT 


0 « (ollh(zi) — h(ys)|| — lh (rii) — hGQ]D? 
ze g’ | h(xi) — h(yi)l* — 2e |[h(zi41) — hGi)lllh(rz;) — hly) 
+||h(yi) 一 万 (zi 人 


2c |h(zi41) — h(yi)lllh(xi) — h(yi)ll 
< o? |h(x;) — h(yi)l|* + laly) — hli)? (5.40) 


结合 式 (5.39) 和 式 (5.40), 有 


| (i1) — h(x*)||? < h(xi) — h(x") ||? — (1 — o?)lhGs) — hal 
= |[[h(zi) — h(a") ||? — (1 — e?) Ry, (wa)? (5.41) 


根据 引 理 5.17, 有 
IR (va) || 2 min(1, n) || Ri (z;)]| = ml] Ri i) (5.42) 


所 以 根据 式 (5.41) 和 式 (5.42) 可 知 式 (5.36) 成 立 . 
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定理 5.20 ”假设 对 所 有 i 之 1 有 53 C Ki CK, KBK, BR (5.34) 成 立 . 
如 果 映 射 Th: KOR HA K 上 连续 , 映射 h 关于 变 分 不 等 式 问 题 (5.32) 的 某 
个 解 是 a-1$ BH AA): R 5 27 AK 上 局 部 有 界 , 则 算法 5.6 产生 序列 (m) 
收 伍 到 变 分 不 等 式 问题 (5.32) 的 一 个 解 T. 

WERA X r* eS, 由 于 0<o<1, 故 (1 一 o?)e€ (0,1). 根据 定理 5.19 有 


(1 — a? ng ái)? < lh(zi) — h(w*)||° — Ihre) 7 hla")? 
因此 , 序列 (lh nisi) — h(a") ||?} 是 非 递增 的 , 从 而 收敛 . 所 以 序列 {h(zi)} 有 界 且 


0€(1—oc*)g?|Ri(z;)|^— 0, Y= oo 


lim mR (z: =p (5.43) 


我 们 考虑 两 种 可 能 的 情况 . 

情形 1 假设 Line > 0. 根据 式 (5.43) 有 lim inf | Ri ( zi)| 20. 由 于 A^ 
局 部 有 界 , 故 序 列 (x , EL HFRS T A h 均 连续 故 根据 引 理 1.32 可 知 , 序 
列 (xi) 存在 聚 点 互 满足 R(T) = 0, 即 志 是 变 分 不 等 式 问题 (5.32) 的 一 个 解 . 接 下 
来 证 明 x; 一 T. 在 前 面 的 证 明 中 用 5 代 兰 x* 可 得 , 序列 {lh(zi) — h(z)]) 是 非 递 
增 的 , 从 而 收敛 . 由 于 互 是 序列 {x;} 的 一 个 聚 点 , h 的 连续 性 缠 食 {h(xi) — h()]]) 
的 某 个 子 序列 收敛 到 0. 这 证 明了 整个 序列 {jh(zi) — h(z)]|) 收敛 到 0. HF h 
于 EeE 5 是 强 单调 的 , 所 以 


0 < alla; —-rz'|zlAh(r;)—h(r')| —O, i— œ 
这 证 明了 整个 序列 (|n; — z* ||) 收敛 到 0, 从 而 lim a; — z. 
情形 2 假设 lim rj = 0. 根据 ni 的 定义 可 知 , 对 所 有 的 k; 2 1, A 


\|T'(h(ax)) ^ T(Pr. (hlz) — 957! T(z,)))] > Pc || Rs, -: (2) I| 


> c| à (2i) (5.44) 


其 中 , 第 二 个 不 等 式 是 根据 引 理 517. 设 = 是 序列 (z) (ERA, 且 子 列 {zi,} 
使 得 zi + T. 故 从 式 (5.44) 可 得 


IT (h(zi;)) — TP Ky, (h(zi,) = 0 n. T (zi ))) > c || R? (Ti) | 
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A j 一 oo, 根据 引 理 1.32 WRB TA h 的 连续 性 可 知 
0 = ||T(A(z)) — T(h(z))|| 2 e||Fa(z)|| 


所 以 Ri(z) = 0. KAE T EARP ASK A (5.32) 的 解 . 类 似 于 前 面 的 证 明 可 得 
lim d. 

算法 5.7 14 (Ki) € NCCS(R") 中 的 集合 序列 且 满 足 K, P K. 选取 zl € Ka 
和 参数 0,0 € (0,1). 4 i— 1. 

步骤 1. jk k LMR dp TAE 3E AA k: 

^T (h(z;)) — T(Px,(h(x;) — O° T(x) < e] Rox (2i) |l 
AM ni = 0% 和 
yi = Px, (Akai) — mT (xi) 
步骤 2. K tii 使 得 h(rizi) := Pk (hlt) — mT(yi)). 


Aji:=i+1, 并 回 到 步骤 1. 
注解 5.2 ”算法 5.7 的 收敛 性 证 明 类 似 于 算法 5.6, 故 略 去 . 


#68 Hadamard 流 形 上 的 变 分 不 等 式 


在 本 章 中 , 我 们 介绍 并 研究 了 Hadamard 流 形 上 伪 凸 意义 下 的 向 量变 分 不 等 
X. 首先 , 利用 黎 曼 流 形 上 的 广义 次 微分 , 我 们 提出 了 非 光滑 函数 的 伪 凸 性 及 伪 单 
调集 值 同 量 场 的 概念 ; 接着 讨论 了 它们 的 性 质 , 得 到 了 伪 凸 性 等 价 于 伪 单 调 性 这 一 
重要 结论 ; 最后, 我 们 引入 了 Minty 型 和 Stampacchia 型 (88) 向 量变 分 不 等 式 , 在 
伪 凸 性 或 伪 单 调 性 的 假设 条 件 下 , 我 们 证 明了 向 量变 分 不 等 式 和 不 可 微 非 凸 向 量 优 
化 问题 解 的 等 价 性 , 并 进一步 给 出 了 具 常 值 曲率 .Hadamard 流 形 上 的 向 量 优化 问题 
解 的 存在 性 定理 . 同时 , 介绍 并 研究 了 Hadamard 流 形 上 的 一 类 集 值 问 量 场 变 分 不 
等 式 的 投影 算法 . 在 假定 向 量 场 为 伪 单 调 的 条 件 下 , 我 们 证 明了 算法 是 可 定义 的 且 
在 变 分 不 等 式 有 解 的 情况 下 , 算法 产生 的 序列 全 局 收敛 于 所 研究 的 变 分 不 等 式 问 题 
的 一 个 解 . 


6.1 一 类 伪 凸 函数 及 其 性 质 
在 本 节 中 , 设 K CM 是 一 非 空 测 地 凸 集 . 下 面 我 们 引入 Hadamard 流 形 上 关 
于 非 光 请 函数 的 伪 凸 性 . | 
定义 6.1 Kf AK 上 的 局 部 Lipschitz BH, Hf X 
(i) Æ K LML AX, 如 果 对 任意 的 了 TVE 开 及 tE[0,1 有 


f(y(t)) < max{ f(x), f(y)] 
(Gi) AK 上 是 半 严 格 拟 西 函数 , 如 果 对 Vr,y EK B. f(x)  f(y) 有 
f(y(t)) < max{ f(x), f(y)}, Vt € [0,1] 


HP y(t): [0,1] —^ M 是 连接 r 和 的 测 地 线 . 
(ii) AK LAH D Ak, 如 果 对 任意 的 zx,y EK 有 


J€c8.f(z), (é expz y) 20 fly) 2 f(x) 


定理 6.1 设 A K 上 的 局 部 Lipschitz Hb BH, M f Æ K EX JA du ffe 
半 严 格 拟 凸 的 . 
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证 明 ”我 们 首先 证 明 f ETN. 假设 三 不 是 拟 凸 函数 , 则 存在 z,y € K 和 
€ (0,1) 使 得 
f(y(t)) > fly) 2 f(x) 
其 中 ,y(t) = exp, t exp; ! z, Vt € [0,1]. > 
N= (te [0,t] : fy) = f(y)] 
因为 f 是 局 部 Lipschitz 连续 的 , 所 以 2 为 闭 集 , Ve f 在 t 点 处 达到 最 大 值 , T 
fot) > fo) = f(y) 2 f(x), vee (t (6.1) 
Mie X 8:[0,1] 一 如 下 : 
B(s) = y(st + (1 — s)t) 
则 由 引 理 1.41, 存在 le (0,0) RE e 0.f(8(0) = Ocf (y(a)) 使 得 


FAD) — fa) = (8) = E- DE.) 
Rp a= t4 (1—106 ec (£t). HEA (61) 可 得 
(€,y'(a)) > 0 (6.2) 
以 及 
f(y(a)) > f(a) 
由 f 的 伪 凸 性 知 , 对 6 e Of (y(a)) A 


T A 
(S, exp.(, 2) < 0 


容易 验证 exp. = (1 —a)y'(a), 于 是 


(a) * 
(E, y (a)) « 0 

这 与 式 (6.2) AAS. 因而 f 是 拟 凸 的 . 

下 面 我 们 说 明 f 的 半 严 格 拟 凸 性 . 如 果 f 不 是 半 严 格 拟 凸 函 数 , 则 存在 z,y € 
K 及 te (0,1) 使 得 

f(y(t)) 2 fly) > f(x) 

& g(t) = f(y(t)), W g Æ [0,1] 上 是 连续 函数 , 设 g 在 点 te [0,1] 处 达到 最 大 值 . 
不 失 一 般 性 , 可 设 上 > 0. 由 于 g(t) > g(1) = f(x), 所 以 存在 ti € (0,0) 144 


FE) = g(t) > f(z), Yt € [t.t] (6.3) 


6.1 一 类 伪 凸 函数 及 其 性 质 . 129 - 
fe X. 6 :[0,1] > K: 
Olh) —4(ht--(1— h)t), Vh € [0,1] 
由 引 理 1.41 All, FE to € (tr, t) RC € 0. f (6(to)) = O.f((b)) 使 得 
FOE) — f((&)) = (60 (t9)) = (£— &)(6 (9) 20 
HP, b= to£ + (1— t9)t € (t, 结合 式 (6.3) 有 


(C, y (b)) 2 0 (6.4) 


f(y(5)) > f(x) 
再 次 应 用 f 的 伪 凸 性 可 得 
(C, expz( 2) < 0 
X exp. x = (1 — b)y' (b), BA 
(6, y (5)) < 0 - 


而 这 与 式 (6.4) FAAS. 因此 f 是 严格 半 拟 凸 函数 . 证 毕 . 
下 面 我 们 给 出 非 光 请 拟 凸 函数 的 性 质 . 
定理 6.2 设 AK EXER Lipschitz 的 , 令 r,y € K. 则 了 是 拟 凸 的 当 且 
43. 35 
f(x) < fly) > (&exp;! z) <0, VE e à.f(y) (6.5) 


或 等 价 有 
3€eO,f(y), (&exp, z) 202 f(z) » fly) 


WEA — f 是 拟 凸 的 , z,y € K 及 f(x) < fly). 那么 
fo) < fy) (6.6) 


其 中 ,y(t) = exp, t exp; ! 7, Vt € [0,1]. 选取 5 > 0 足够 小 , Al f o exp, 在 B(0y, 6) E 
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是 局 部 Lipschitz 的 , 由 式 (6.6), 我 们 有 


| (f oexp,)(w + texpy ! x) — (f o exp,)(w) 
lim sup 一 一 一 


|wll<t6,t10 t 


" 一 一 — fly) — (flexp, w) — fly)) 
= limsup | ———— ———— ——— _ 

lus || « tó,t 10 t 

" (f o exp,)(w + texp, ! x) — (f o exp,)(texp;'! 2) 

t 
2L, 

— limsup ylw < 2L,6 

lwll<tatlo t 


其 中 , Ly 是 f oexp, 在 B(0,,0) 上 的 Lipschitz 常数 , 且 上 述 不 等 式 意味 着 
f^ (y:exp;! x) = (f o exp,)"(0y, exp, £) < 0 


即 对 任意 的 € € Of (y). 有 (6, exp. ' z) X 0. 

反之 , 若 式 (6.5) MIL, 则 根据 定理 6.1 第 一 部 分 的 证 明 , 容易 得 出 f 是 拟 凸 的 . 
UE. 

下 面 的 结果 表明 , 对 于 Hadamard 流 形 上 的 非 光 滑 函 数 , 函数 的 伪 目 性 等 价 于 
其 梯度 的 伪 单 调 性 . 


定理 6.3 4 f ØK EXE Lipschitz 的 . MA f 是 伪 西 的 当 且 仅 当 Of 
在 天 上 是 伪 单 调 的 . 


证 明 设 f 在 KK 上 是 伪 凸 的 . W r, ye KM E ceafa) 使 得 
(£,exp;! y) 20 (6.7) 
这 就 意味 着 
f(y) 2 f(x) (6.8) 
由 ,的 伪 西 性 及 定理 61, 我 们 知道 f EA. 结合 式 (6.8) 可 得 
f(»(t)) < max(f(z), f(y)} = fly), vt € [0,1] 
其 中 , y(t) = exp, texp;! z, Vt € [0,1]. 由 定理 6.2 有 
(C, exp; y(t)) <0, VC € af (y) 


即 对 任意 C € 0. f (y), 有 


(C, exp! z) « 0 
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这 表明 0. f. 是 伪 单 调 的 . 
MZ, 着 bf 在 K 上 是 伪 单 调 的 . 设 xz,y € K, Eef) 且 满 足 
(€,expz y) 20 (6.9) 


下 面 我 们 说 明 f(y) 2 f(x). Buk, 者 f(y) < f(x), 则 对 于 测 地 线 +: [0,1] > M, A 
满足 (0)— r4 4(1)-y, 由 引 理 1.41 知 存在 toe(0,1) 和 Ce Of (y(to)) 使 得 


fly) — f(x) = (6, Y (t9) < 0 
注意 到 exp i) £ = —toy'(to), 所 以 对 Ce Af (y(to)) 有 
(C. exp- i. ,2) 20 (6.10) 
由 于 0.f 是 伪 单 调 的 , 所 以 
(E,expz' y(to)) <0, VE € 0. f(x) 
BER /(-) 的 定义 可 知 
(E, toexpz y) «0, VE € Ocf(z) 


而 这 与 式 (6.9) 矛盾 . 证 毕 . 


6.2 ”向 量变 分 不 等 式 和 向 量 优化 问题 的 等 价 性 
设 KCHMJAé-—dEz8MÓMsS, f: M 一 R? 为 一 向 量 值 函数 , 且 f(x) = 
(filr), fp(a)). 我 们 考虑 如 下 回 量 优化 问题 : 


(VOP) min f(r) = (fi(x),-+- ,fp(7)) 
ut. rek 


定义 6.2 (i) SHE yc M, 有 
f(y) — f(x) = (Qu) — f(x). fo(y) = fo(z)) € -RSMO) 
则 称 点 元 EM X (VOP) 的 有 效 解 . 
(ii) 车 对 任意 VEM, 有 
f(y) — f(x) = Gi(y) — f(x). fo(y) — fo(z)) € —int RE 
Mak r € M 是 (VOP) $7 5578 3X. 
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容易 看 出 , 每 个 有 效 解 是 弱 有 效 解 . 

利用 广义 次 微分 的 概念 , 我 们 引入 下 述 向 量变 分 不 等 式 问 题 

(1) Minty 型 向 量变 分 不 等 式 问题 (MVVIP): 寻找 ze M 使 对 vy e M 和 所 
AN & € Ofily),t€J={1,---,p}, A 


((&, exp, T, = , (£y exp, z)) € RA \{0} 


(2) Stampacchia 型 向 量变 分 不 等 式 问题 (SVVIP): 寻找 zx e M， 使 得 存在 
& €OAcfi(x),i€ J, HX Vy eM, A 


((&, expz Yh (Ep, exp,” y y ) € mi + MOJ 


(3) Minty 型 弱 向 量变 分 不 等 式 问题 (WMV VIP): 寻找 x € M 使 得 对 任意 
y EM AE &ea.fi(y) ie J, 有 


((&, exp; ` Bye» (Ep 6XD, ! z)) ¢ int Rz 


(4) Stampacchia 型 弱 回 量变 分 不 等 式 问 题 (WSVVIP): 寻找 ze M, 使 存在 
& € O.fi(c), i e J, 且 对 任意 ye M, 有 


((£j, exp; ! 9j, ** v lem, exp; ! y)) £ —int R} 


下 面 我 们 给 出 Hadamard 流 形 上 疝 量 变 分 不 等 式 和 疝 量 优化 问题 的 等 价 关 系 . 
定理 6.4 ” 设 对 每 个 iE J, fi AK 上 的 局 部 Lipschitz ADRK, Marek 
是 (VOP) 的 有 效 解 当 且 仅 当 r 也 是 (MVVIP) 的 解 . 
WEAR 设 xekK 是 (MVVIP) 解 , 但 不 是 (VOP) 的 有 效 解 , 则 存在 y e K 使 得 
fly) = f(z) = (fry) = Aleh s fo(y) = fo(x)) € -R& X (0) 
即 有 
fily) € fix), VieJ (6.11) 
HERA ke J 处 取 严 格 不 等 式 . 由 定理 6.1 及 式 (6.11) 可 得 
ha) < file), ieJ (6.12) 


其 中 ,y(t) = exp, texpz! y, Vt € [0,1], 且 式 (6.12) 在 某 个 KE J 处 取 严 格 不 等 式 . 
4 i € (0,1), 定义 8(s) = 4(st), vs e [0,1]. 由 引 理 1.41 知 , 存在 l; € (0,0) AI 
& € Ocfi(B(li)) 使 得 


fi(v(t)) — fix) = (éi, B (li)) = £i y (ai) (6.13) 
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其 中 , a; = lit, zi = y(ai). BAK (6.12) MIX (6.13), 有 
(Eis y (ai)) < 0 (6.14) 


其 中 , & € Ocfi(zi)(i € J), HXEA ke J 处 严格 不 等 式 成 立 . 取 to € (0,1) 且 满 足 
对 所 有 的 ie J A to <a, TE 


= Qi ' 一 to = 
XP (a) ^ (to) = (to — ai) (ai) = —-—3 exp 


这 样 , 式 (6.14) 意味 着 
(和 exp , Y(to)) 20,  & € O-fi(zi) 
HERA ke J 处 取 严 格 不 等 式 . 因 fi(i € J) BAAR, 由 定理 6.3 知 , 每 个 
0.f,(i € J) 是 伪 单 调 的 , 所 以 
(Eion exp; t, TY(ai)) < 0, Véio € Oc fi(y(to)) (6.15) 
AER ke J 处 取 严 格 不 等 式 . 又 


EXP (ag) T 


exp; (t) (ai) = (ai 一 如 )7 (to) = 
结合 式 (6.15) 可 推出 
(ios €XPL(,,) ©) 20, V&i € Oc fily(to)) 
HERS k e J 处 取 严 格 不 等 式 . 所 以 对 所 有 6, € Ocfi(7(to)) (i € J), 有 
(Eqs XD T= «Ames OxDL Gy @)) E RE\{O} 


而 这 与 x 是 (MVVIP) 的 解 相 矛盾 . 


反之 , 假设 r (VOP) 的 有 效 解 但 不 是 (MVVIP) 的 解 . 于 是 存在 ye K 及 
& € Bfi(y)(i e J), 使 得 


(&;, exp, z) 20 
HERA ke J 处 取 严 格 不 等 式 . 由 fi 的 伪 凸 性 知 
fií(z)2fiíy. Wed (6.16) 
男 一 方面 , 由 定理 6.1 及 定理 6.2 可 得 f, 是 拟 凸 的 , A 
f(x) > f(y) (6.17) 
结合 式 (6.16) 和 式 (6.17), 这 与 z A (VOP) 的 有 效 解 相 了 矛盾 . 证 毕 . 
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定理 6.5 设 对 每 个 iE .fi 为 KK 上 的 局 部 Lipschitz FORK w rE K 
是 (SVVIP) 的 解 , ABA r X (MVVIP) 的 解 , 且 z 4, (VOP) 的 有 效 解 . 


WEAR ixe K 是 (SVVIP) 的 解 , 但 不 是 (MVVIP) WR, 则 存在 yeE 天 及 
& € Oc fi(y) 使 得 


((&, exp, ! z),--- , (£y, exp,’ z)) € R5 \{0} 
等 价 有 
(£i, exp; ! $0 ted 
HERA ke J 处 取 严 格 不 等 式 . A fi(ie J) EN, 由 定理 6.3 Al, 9.f BA 
单调 的 , 于 是 
(Gi exp y) <0, WG € O-f(x),i€ J 
日 在 某 个 ke J 处 严格 不 等 式 成 并 . 于 是 


((C1, expz ^ y) s (Gp;expz y)) € —R4\{0} 


而 这 与 x 是 (SVVIP) HRA. 再 结合 定理 6.4, x 也 是 (VOP) 的 解 . 证 毕 . 

由 定理 6.5 和 定理 6.3, 容易 得 到 下 面 的 结论 . 

推论 6.0 ik fi(i = 1,2,---,p) 在 K 上 为 局 部 Lipschitz 的 ， 且 对 任意 的 
i € J,O.f, 是 伪 单 调 的 . do X € K X (SVVIP) HM, 那么 它 也 是 (MVVIP) 的 解 . 

定理 6.7 MAAC), BK Sf A K 上 的 局 部 Lipschitz 49 vs i4, 那么 
rc K £X (WSVVIP) &9fg 4 B42 3j r X (WMVVIP) 的 解 . 

证 明 Wre K 是 (WSVVIP) 的 解 . 如 果 r 不 是 (WMVVIP) 的 解 , 则 存在 
yEK RE €ASfily) ic J 使 得 


((€1,exp, ' 35). mE Eo: exp; ` z)) e int R^ 


等 价 有 
(E&i exp, zr) »0, i€J 


Al filie J) 是 伪 凸 函数 , 由 定理 6.3 Al 9.fi(ie J) 是 伪 单 调 的 , 于 是 
(Ci exp; ! y) < 0, VGi € O. f(x) 


这 与 r 是 (WSVVIP) 的 解 矛盾 . 


现 设 ze 天 是 (WMVVIP) 的 解 . 考虑 任意 yeE K 及 任何 序列 t,, € (0,1] H 
满足 {tm} N 0. Bx imr np 


Sy yb = exp. s exp;! yE K 
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rE K Æ (WMVVIP) 的 解 , 所 以 对 任意 Er © O.fi(y(tm)), i € J, A 
(ET xP a 4). c TEST EXD ii ,r)) € int R} 
TX 
(Pu, ET expz Y(t), (Pres E expz! Y(tm))) € —intRA 
由 ylim) 的 定义 及 tm € (0,1), 我 们 可 以 得 到 
(Paani expz! ds” (Poss tr exp, y)) € —intREA 
X. filie J) 是 局 部 Lipschitz 的 , 由 引 理 1.42 的 结论 (i) 知 , 存在 上 > 0 使 得 对 充 
分 大 的 m 及 ie J, E" lr, M. <b. 于 是 
IP ss (EIT oM» < k 


因此 存在 子 列 (Paan E") BER * 拓扑 下 有 Paan E" G 结合 引 理 1.42 的 
结论 ( (ii) ) 可 得 ， MED ic JH G € Ocfil: r). 从 而 存在 Gi € 9.fi(z )(i € J), 使 得 


((C1,expz y), , (Cp,expz y)) € —int Rs 
故 z 是 (WSVVIP) 的 解 . 证 毕 
定理 6.8 MALI C/, BRS XK 上 的 局 部 Lipschitz HBR. de R 
TEK X (WSVVIP) 的 解 ,那么 工 也 是 (VOP) 的 弱 有 效 解 . 
证 明 假设 ze 天 是 (WSVVIP) 的 解 , 但 r 不 是 (VOP) 的 弱 有 效 解 , 则 存 
E y e K 使 得 
(Ay — h(z).--- sfo) —fo(z)) e -mt 
等 价 地 有 
fly) < fle), ted 
而 filic .的 伪 凸 性 意味 着 


(&,expz;' y) <0, VE € Ocfi(z) 
于 是 对 VE; € On fim), 有 
((£1, exp; ! y); oe? (Es exp; ! y)) € -int H 


而 这 与 x 是 (WSVVIP) 的 解 相 矛盾 . 证 毕 . 
定理 6.9 MAHA IC], BK f; XK 上 的 局 部 Lipschitz 49 h AA. wR 
TEK X (VOP) 4 4578 xm, 那么 r 也 是 (WMVVIP) 的 解 . 
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证 明 Rik re K 是 (VOP) 的 弱 有 效 解 , 但 不 是 (WMVVIP) 的 解 , 则 存在 
y EK 及 6i € Oc fi(y) (1 € J), 使 得 


( 傈 双人 ep 2)) € int R 


这 就 表明 对 任意 ie J A 
(& exp, a) > 0 


Hie J) 的 伪 则 性 及 定理 6.1 和 定理 6.2 知 ,fi 是 拟 凸 的 , HA 


fix) fily), i€4J 


从 而 
Gh) — fi(z), fo(y) — fp(x)) € -int R} 


这 与 r 是 (VOP) 的 弱 有 效 解 矛盾 . 证 毕 . 

根据 定理 6.7~ 定理 6.9, 我 们 容易 得 到 下 面 的 结论 . 

定理 6.10 4K AM &j—3EZ RI MS, 且 对 每 个 iE JJ 函数 户 是 玉 上 的 
局 部 Lipschitz 4%) BRK, N) r e K & (VOP) $4 4375 3k f& 35 BAL% r 是 (WSVVIP) 
的 解 . 

定理 6.11 设 天 为 M 的 一 非 空 测 地 凸 集 , 且 对 每 个 ie J, RA f; XK EM 
局 部 Lipschitz 44 > Hak, N) r € K Æ (VOP) 的 弱 有 效 解 当 且 仅 当 z 是 (WMVVIP) 
a) AR. 


6.3 问 量 优化 问题 解 的 存在 性 


本 节 我 们 给 出 具 常 值 曲 率 的 Hadamard 流 形 上 的 向 量 优 化 问题 解 的 存在 性 定理 . 

定理 6.12 KM 为 一 具有 常 值 曲率 的 Hadamard AH, K 为 M 的 一 非 空 测 
地 廿 集 , o 是 K 中 任 一 点 ， 且 对 每 个 1iEJJ BK fi A K 上 的 局 部 Lipschitz HY 
函数 . 如 果 存 在 天 HISAR RA D, 使 得 对 任意 vr € KD, 存在 YED, 使 对 任 
€ zi € a-files) 有 


((z1, exp; ! y); eodd Tem exp; ! y)) € —int RA 


那么 问题 (VOP) AESA AIA. 
证 明 ”由 定理 6.10 可 知 , 只 需 证 明 疝 量变 分 不 等 式 (WSVVIP) 有 解 即 可 . 令 
K, = K(|B(o,r), 这 里 7 取 足 够 大 使 得 D c inte K,, H. B(o,r) 是 以 o 为 中 心 , 半 
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径 为 7 WIBIER, int K, 是 K, 的 相对 内 部 . 显然 K, 是 非 空 紧 凸 集 . 对 所 有 y € Kr, 
定义 集 值 映射 G: IK, 一 2 

G(y) = {x € Ky 。 JE; € ðe f ()s-t.((£1, exp; ! y), T al (Ep, exp; ! y)) é —int RE ) 


我 们 首先 证 明 G(y) 满足 引 理 1.43 中 的 条 件 (ii). 对 任意 的 有 限 集 (01,22, ,zm} 
CK, IRER titz ,tm 2 0 HWE V t=1, # Gu) 不 满足 条 件 (4), WEE 


k=l 
ce K, 使 得 
r € conv((zi, zo,:*- ,Lm}) 
但 
TẸ J G(Tk) 
| 


这 表明 对 所 有 的 上 = 1,2,.… ,m, 有 
((EL expz zk) (Ep expz Zk)) € —int Ri, Véi € Ocfi(z),iE J 
A 
U = (y eK, : ((&, exp; ! Y , 6p, expz! y)) € —intR5 , VE; € Ocfi(7),i € J} 
显然 对 所 有 的 上 ==1,2,… m, A zy EU. 4 U 是 测 地 凸 集 , 则 有 
tE convi, n} CU 

从 而 0e -intR3 ,了 矛盾 . 下 面 我 们 证 明 U 是 测 地 凸 集 , 对 任意 ie J > 

Loe, = (y € Kr: (£o expz! y) « 0, VE € Ocfi(x)} 


则 


U = ( Lg 


i€ J 
下 面 证 明 Lo, 是 测 地 凸 集 . 任 取 p,q E Lre Hp Aq. 考虑 连接 p 和 gq 的 测 地 线 
y(t), 我 们 需要 说 明 : y(t) € Lae 根据 引 理 1.47 的 证 明 过 程 , 我 们 知道 , 对 每 一 个 
t € [0,1], 存在 a,b > 0 使 得 


exp; y(t) = aexpz;! p + bexp;!q (6.18) 
4i a=b=0, 那么 式 (6.18) 意味 着 存在 te (0,1) 使 得 v0) = z, 于 是 有 


texp;!p--(1—t)expz;!q-—0 
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结合 p,q E Lre: 对 VE: €0.fí(z), 我 们 可 以 得 到 
0= (fn fexp," p+ (1 —t)exp;" q) 
=t(€;,exp, p) + (1— t) (€i exp; q) < 0 
矛盾 . Ha>omb>o0. Hx (6.18) 有 
(&, expz TE) = a(&, exp,’ p) + bE, exp; q) <0, V& € Ocfi(x) 


这 就 意味 着 y(t) € Loc, Loe, 是 测 地 凸 集 , 从 而 U 也 为 测 地 凸 集 . 

其 次 需要 证 明 对 任意 ye K;, Gly) ERE. 由 于 K, 是 紧 集 且 Gly) C Kj, 所 以 
我 们 只 需要 说 明 对 任意 ye Kr, G(y) 是 闭 集 即 可 . 令 {£n} C Gly) Ha, > x, € Kr, 
则 存在 EP € 6.fi(zn),i = 1,2,… ,p, 使 得 


(EP expa, y): (Ep, expz, y)) € —int RE. 
于 是 
(Wh, mE Pr. exp; y); did (Ps, ins ep: P its exp; | y)) g —int R^ 


因 每 个 fili c J) 是 局 部 Lipschitz AY, 由 引 理 1.42(i) 知 , 存在 L > 0 使 对 充分 大 的 
n Ried, IE lr, M «€ L, 从 而 


|| Pon x (Ez). € L 


因而 存在 子 列 , NIHU (Pr. an, (E) 并 且 弱 * SAEI G. 根据 引 理 1.42(ii), 我 
们 知道 , 对 任意 d € J, 有 G € Ocfi(x.). 所 以 存在 G € 0. fi(x.)(i e J), 使 得 


((& , exp; y), e (Cp; exp}. y)) ¢ —int R^ 


这 就 表明 zr. € Gly), 因而 G(y) RN. 由 引 理 1.43 可 知 : 存在 z e K, 使 得 
JE | bn. Gly). MOS EX y € Kr, 存在 & e O.fi(z)(i e J), 使 得 


((E1,expz y), (ép expz y)) € —int R} (6.19) 
男 一 方面 , 由 题 设 可 知 x € B(o,r), 所 以 对 任意 u € K\K,, 存在 入 E (0,1) 满足 
exp; Aexpz!u € K, 
由 式 (6.19) 知 存在 &; € 0. fi(2), i = 1,2,--- , p, 使 得 


((&, expz ! expz A expz! u), =- , (£j, expz exp; Aexpz ! u)) ¢ —int R} 
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FRA 
((&  expz u), , (£p, expz’ u)) € —int RE 
故 对 每 个 yc K, 存在 & e0.fi(z), i e J, TE 


((&, expz Y) , (£p, expz ! y)) € —intRA 


这 就 意味 着 z 是 (WSVVIP) 的 解 . 证 毕 . 

推论 6.13 设 M 是 具有 常 值 曲率 的 Hadamard AH, K AM 的 一 非 空 闭 测 
地 西 集 , 函数 fi RK 上 连续 可 微 的 伪 廿 函数 , i € J 二 {1,2,:… p} 假设 存在 K 
的 非 空 有 界 集 DD 使 得 对 任意 re KND, 存在 ye DD, BAR 


(Tfi (z) expz ^ y): (V fp(z), expz ^ y)) € —int RA 


则 问题 (VOP) AEA RR. 

证 明 因 fi(ie J) AEE PR, 故 fi(ie J) 是 局 部 Lipschitz 的 . 从 而 根 
据 定理 6.12 知 问题 (VOP) 存在 弱 有 效 解 . 证 毕 . 

推论 6.14 ik ML 是 一 具有 常 值 曲率 的 Hadamard AH, K AM 的 一 非 空 闭 
测 地 廿 集 , 0 CK, BK fi(iE J) 是 HERTHA n AA. 假设 存在 yo E 五 
使 集合 

(V. fax), exp,’ y). (V f(x), exp; y)) € —int RE 

AK FR, 则 问题 (VOP) AEA BM. 

证 了 明 令 


D = {x € K : ((Vfi(z),expz! yo), , (V fp(£) exp3' yo)) € —int RY } 
由 于 yo € D, 所 以 D 非 空 . 由 已 知 条 件 , D 是 紧 集 且 对 任意 ze K \ D, 有 
((V. fh (x), expz! yo), ,人 (又 户 (z),expzrlyo)) € -int R? 
根据 推论 6.13 可 知 问题 (VOP) 存在 弱 有 效 解 . 证 毕 . 
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在 本 节 中 , 我 们 研究 Hadamard 流 形 上 的 一 类 集 值 向 量 场 变 分 不 等 式 . KM 
为 一 Hadamard 流 形 , K 是 M 上 的 一 个 非 空 闭 凸 集 , F: K 一 27M 是 一 集 值 同 量 
场 , 即 对 每 一 个 ze M, 都 有 F(x) e T,M. 考虑 如 下 集 值 变 分 不 等 式 问 题 ( 简 记 为 
SVIHM(F,K):dk&reK 及 te F(x) 使 得 


(€ exp y) 20, WeK (6.20) 


- 140. 第 6 章 Hadamard 流 形 上 的 变 分 不 等 式 
其 中 , exp! 是 指数 映射 的 逆 映 射 ( 详 见 第 1 章 ). WR F: K 一 TM 是 单 值 向 量 场 ， 
则 问题 (6.20) 变 成 Hadamard 流 形 上 的 单 值 变 分 不 等 式 问 题 : JE z 6 K, 使 得 

(F(r)exp;!y)20, Wek (6.21) 
首先 我 们 介绍 两 个 结果 , 它们 在 算法 的 收敛 性 证 明 中 起 着 关键 的 作用 . 
由 命题 1.45 容易 得 到 下 面 的 结果 . 
命题 6.15 Bre k,€€ F(x). 如 下 四 个 论述 等 价 : 
(i) x 是 (6.20) 的 解 ; 
(ii) 对 某 个 uo > 0 A x = Px(exp,(—4o£€)); 
(ui) *XM£ € u»07jr-TPux(exp,(—p€)); 
(iv) ru(x, €) = 0, 其 中 
Ful Be) = exp, Pk (exp, (—j4£)) (6.22) 
引 理 6.16 对 任意 的 TEK A fe F(x), 有 
(£, —Ty (x, €)) 2 a te, Px (exp, (—p€))) (6.23) 


证 明 设 z€ kK, ge F(a). id u:— exp,(—pE), v := Px(exp,(—pé)). 由 式 
(1.11) @ 


(exp, 'z,exp,/u) <0 (6.24) 
考虑 测 地 三 角形 (ruv). 由 命题 1.44(ii) 可 得 
d*(x,v) + d?(z,u) — 2(exp; ! u, expz! v) < d?(u,v) (6.25) 
和 
d* (z, v) + od (u,v) — 2(exp;! z, exp;! u) € d?(z,u) (6.26) 
把 式 (6.25) 和 式 (6.26) 相 加 , 由 式 (6.24) 得 
d'(z,v) < (exp; ' u,exp; v) 
因此 
(一 大 EPE ^ Px (exp, (—4£))) > d'(z, Px (exp, (—1£))) (6.27) 


结合 式 (6.22) RX (6.27) 可 得 结论 . 证 毕 . 
接 下 来 我 们 给 出 变 分 不 等 式 问 题 (6.20) 的 投影 算法 . 
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算法 6.1 取 初 始点 ro € K ZNAK o>0, ue (0,1/7) ROE (0,1) 4 
2 = 0) 


步骤 1. X X4 66€ F(zi) A ral, E) = 0, 则 停止 ; 否则 任 取 6; € F(zi), 定义 
y(t) = exp,, t expz, [Px (exp, (—H&))] 
步骤 2. 设 ok; GRUT XE RESI AE EX k: 
sup((£ —;(6^)) : € € F(y,(0*))) > od? (ai, Px (exp, (—46;))) (6.28) 
$m. uma). 
步骤 3. 计算 zi+l = Pron, (i), 其 中 
= {x € M: sup{(£,exp;* t) Ee F(z)} < 0} (6.29) 
A i= itl, 然后 转 到 步骤 1. 
我 们 需要 作 如 下 假设 : 
(A1) 变 分 不 等 式 问 题 (6.20) 的 解 集 ( 记 为 SVI(F,K)) 是 非 空 的 ; 
(A2) F 是 一 上 半 Kuratowski EER FFE ABH, 且 对 任意 的 x € K, F(x) 
是 紧 值 的 ; 
(A3) F 是 K 上 的 伪 单 调 向 量 场 (关于 伪 单 调 向 量 场 的 概念 可 参见 第 1 章 ); 
(A4) F 把 有 界 集 映 成 有 界 集 . 
现在 我 们 来 说 明 算法 6.1 是 可 行 的 . 
命题 6.17 (i) do X r, (2,6) — 0, 则 当前 迭代 点 Zi 是 问题 (6.20) 的 一 个 解 ; 
(ii) 如 果 Zi g S, 则 存在 一 非 负 整数 到 满足 条 件 (6.28); 
(ili) Zi+1 是 有 定义 的 ; 
(iv) zi z; € K. 
uEBB (i) 该 结论 直接 由 命题 (6.15) 可 得 . 
(ii) 设 对 所 有 的 有 及 ye 下 (yi(9*)), 有 
ly, —7;(0")) < ad? (zi, Px (expe, (—HEi))) 


因 y(t) = P. eXpz, [Pk (expz,( 一 1&i))] 及 平行 转移 是 等 距 的 , 由 引 理 1.46(iv) 
可 


a 2 


jim 71 (0°) = jim PAO") a, XP a, [Px (exp, (—&))| 
=expz, [Px (exp, (—1&:))] 
=f aTi 6) 


. 142 . 第 6 章 Hadamard 流 形 上 的 变 分 不 等 式 


HF F 是 下 半 连 续 的 , & € F(x), jim ¥i(0*) = zi, 故 存 在 序列 yy € F((0*)) 使 
得 lim yk = &. 因而 对 每 个 人 ,有 


(yk, —Y(0")) < od? (zi, Pk (exp, (—1£i))) 
在 上 式 中 , 令 上 一 oo, 有 
(Ei, =T ulti: &)) < ed" (zi, Px (exp, (—u£i))) 
根据 引 理 6.16, 可 得 
n Hd" (vi, Pk (exp, (—u6;))) < od? (xi, Pk (exp, (一 Ai))) (6.30) 
因为 z € S, WA d(x, Pk(exp, (一 1&i))) #0. 由 此 从 式 (6.30) AT po! < o, 但 


p « lo. F. 
(iii) 我 们 只 需要 证 明 , H; 是 Hadamard 流 形 M 上 的 非 空 闸 凸 子 集 即 可 . 注意 到 


Hi:—(r€M:sup((&expz! x) : € € F(z)} < 0} 
一 () (reM: (E, exp! x) < 0] 


£€ F(zi) 

根据 引 理 1.46), 容易 看 出 H EAN. 由 引 理 1.47 知 H; 是 凸 的 . 非 空 性 只 需 注 
意 到 z; € H; BVA. 

(iv) 由 z; 的 定义 可 得 r; € K. 又 yil) 是 连接 v; 和 Px [exp, (uE) 的 测 地 
线 , 从 而 由 天 的 凸 性 及 z: 的 定义 可 知 z; € K. 

定理 6.18 H {zi} 是 由 算法 .6.1 所 产生 的 无 穷 序列 . 如 果 序 列 {r} 满足 假 
ik (Al)~(Ad), 那么 {zi} 收敛 于 问题 (6.20) 的 一 个 解 . 

WEBB Wr 是 式 (6.20) 的 任 一 解 , 即 对 所 有 ye K, 存 在 zx* e KAE € F(z*) 
使 得 

(€*,expz- y) 20 

由 下 在 天 上 的 伪 单 调 性 可 知 


(£,exp,!z*) «0, vye K,& € F(y) 


由 于 z € K, 所 以 
(£, exp}, TSO, WE EF) 


这 说 明 2*c€cHi, 因此 7 € K A Hi: 应 用 引 理 1.48, EH Tig] = Ping, (ri) 可 得 


d’ (zizi d") € d (zi, z*) — d? (ri, 2,41) (6.31) 
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这 表明 序列 (d? (ay, r) 是 不 增 的 , 从 而 是 收敛 的 . 因此 , 序列 {zi} 是 有 界 的 , FFA 


lim d(z;,2;41) — 0 (6.32) 


1—0O00 


由 s) 的 有 界 性 知 , 存在 子 列 (r) 并 且 收 敛 于 元 又 因 F 将 有 界 集 映 成 有 界 集 
H {F(zi) :i € N} 是 有 界 的 , 从 而 (6) 也 是 有 界 的 . 所 以 存在 (6) 的 子 列 (6) 
收敛 于 E 由 下 的 上 半 Kuratowski 连续 性 可 得 , € e F(z). 而 且 由 命题 1.45(iii) 可 
得 序列 (Pr (exp, C-16:)] 有 界 . 再 根据 2, 的 定义 , 我 们 知道 序列 {2} 和 (P()) 
均 有 界 . 

E] F 是 紧 值 的 , 由 式 (6.28) 可 知 , 存在 G € F(z) 使 得 


(Cis —Vi(m)) 2 od? (zi, Pk (expz, (—HE:))) 
从 而 
(Gi. —myi(m)) > omnid" (zi, Px (exP2,(—HE:))) (6.33) 


XE X. p, (t) = yl —t)m), t € [0,1]. 那么 pi(t) 是 连接 z; 和 x; 的 测 地 线 . 应 用 链 式 
法 则 可 得 
p; (t) = «(1 — t)m)(—m) 
特别 地 , 有 
pi(0) = —mo (n) | (6.34) 


注意 到 连接 z; 和 zi 的 测 地 线 可 表示 成 pi(t) = exp, texpz zi , t € [0,1], 所 以 


p,(0) = exp; zi (6.35) 
因此 , 由 式 (6.33) 式 (6.35) 可 得 
(Gexpz zi) > end" (xi, Pk (exp, (—4£i))) (6.36) 


由 于 rii Pxknau (zi) G € F(zi), 由 式 (6.29), 可 知 
(Ci expz.! Ti41) « 0 (6.37) 


由 于 序列 {F(zi)} 是 有 界 的 , 故 序列 (0) 是 有 界 的 , 从 而 {Gi expz! zi)} 也 是 有 界 
的 . 不 失 一 般 性 , 我 们 假设 Jim (Gi, expz; zi,) 存在 . 由 引 理 1.46 的 结论 (i), 结合 
XX (6.32) 和 式 (6.37) 可 得 


lim (Gi, IS Ti;) = Aim n (Gi; ;Expz, * L1) « 0 (6.38) 
j> 
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因此 , 由 式 (6.36) 和 式 (6.38) 可 得 


myd“ (a jı PK (€xPz,, (—H8i;))) = 0 (6.39) 


我 们 考虑 如 下 两 种 情况 . 首先 假设 lineup mi, > 0. 由 式 (6.39), 有 
lim inf d(xi;, Pr (expzs, (—péi;))) = 0 
由 于 {x} 和 {&,} 均 为 收敛 序列 , 所 以 
| d(T, Pk (expz(—nEé))) = 


因此 由 命题 6.15 Wee S. 下 面 我 们 证 明 序 列 {zx;} KAF T. 在 前 面 的 论述 中 ， 
H TEHA xt, 我 们 得 到 序列 (d(z;,z)) 是 不 增 的 , 从 而 是 收敛 的 . 由 于 是 (n) 的 
Kr, 并 且 (d(v;,7)) BR 0, 这 就 表明 整个 序列 (d(m;,7)) 收敛 于 
0, 因而 有 lim di = F. 


下 面 假设 Jim n; =0. 根据 ni 的 选取 我 们 有 


(6. 一 种 A a < ed^ (Tij, Pk(exps,. (—42&,)), VE € F(yi, (Y mi;)) 
由 于 
Y(t) = Pry, (ars, €XPad [Pk (exp, (HE )) 
所 以 对 所 有 的 € € Fli n) 有 
(£, Py, (y7!*nij).zi; expz, [PK (expz; 一 )))) 
< ad" (vi,, Pk (expz, (—p&i, )) (6.40) 
4j oo, M s; (y^ n,) 一 五 AF € € F(z), Ak F 的 下 半 连 续 性 意味 着 存在 
& € F(u y-1m,)) 使 得 总 KAF E 由 式 (6.40) 可 得 
(&;, —P. yis Q7 miy) Ti; eXDz,. [PK (exp, 一 —p£i, ))]) 
« ad" (x zi, , Pk(exps, (— ué;,))) (6.41) 


在 式 (6.41) FS j 一 oo, 由 引 理 1.46 可 得 


(€,—expz [Px (expz(—pé))]) < ad" (z, Px (expz(—pE))) 


BẸ 


(6, —ry(z, &)) < ad" (T, Pk (expz(—1£))) (6.42) 
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由 于 uc 1/o, SER XX (6.22) 和 式 (6.42), 可 得 
d(T, Px (expz(—pé))) = 0 


因此 , zes. ube. 
下 面 考 虑 算法 6.1 的 两 个 应 用 . 
WATCH ce K Mee F(x), R,(r£):-z—?Px(zx-—p£) = 0. 
di M= R", 则 算法 6.1 退化 成 求解 问题 (6.20) 的 如 下 形式 . 
算法 6.2 thx eK Af34Xo020,4€(0,1/z),0 € (0,1). 4- i — 0. 
步骤 1. HEA E c Flr), X Rale E) = 0, 则 停止 ; 否则 任 取 & € F(z;). 
步骤 2. 令 ki AMARE TF REY BR) 3E EX k: 


sup( (y, Ryu (zi, 6&)) : y € F(z; — O Ry (ri, &))} > e| Ru (wi, &)Il? (6.43) 
i5 m=O", zi = 2; n Bao). 
步骤 3. "T Titl :二 Pkan (xi), 其 中 
Hi := {x € R” : sup{(€, x — zi) : € € F(z))) < 0j (6.44) 


4-i:=i+1, RESET 1. 
注解 6.1 利用 引 理 42, 不 等 式 等 价 于 


inf((£; — y, Ri (zi, &;)) : y € F(a; — O*R, (a EJ) < (u^ — e)| Ru (zi. &) ||? 
定理 6.19 i F: K — 27 是 连续 的 、 伪 单调 的 , HA K EAR EZ 
值 的 集 值 映射 , 则 算法 6.2 要 么 在 有 限 步 迭代 后 终止 , 要 么 产生 一 个 无 穷 序列 {zi}, 
并 且 该 序列 收敛 于 问题 (6.20) 的 一 个 解 . 
t r:x— TM 是 一 单 值 问 量 场 . 记 
Tu (£) := exp,’ Pk(exp,(—pF(z))) 


则 算法 6.1 退化 成 求解 问题 (6.21) 的 如 下 算法 . 
算法 6.3 APR roe K 及 参数 o>0,ne(0,1/o), 0 e 0,1) &i=0. 
步骤 1. 2p rali) = 0, 则 停止 ; 否则 定义 


yilt) = exp,, t expz; [Px (exp, (HF (zi)))] (6.45) 
步骤 2. 令 后 是 所 有 满足 下 面条 件 的 最 小 非 负 整数 k: 


(F(5,(0*)), —;(0*)) 2 od? (zi, Pr (exp, (Ci. F(z.)))) (6.46) 
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mi =O", zi = (n). 
DR 3. 计算 rii = Pron: (ri), 其 中 


Hi;:—-i(reM: (F (zi) exp; x) <0} (6.47) 


A i:=i+1, 然后 转 至 步骤 1. 

定理 6.20 KF: K — TM 是 一 连续 伪 单 调 向 量 场 , 问题 (6.21) 的 解 集 9 非 
空 . 那么 算法 6.3 要 么 在 有 限 步 选 代 后 终止 , 要 么 产生 一 个 无 穷 序 列 (v) BiT 
问题 (6.21) 的 解 . 

当 M= R" 时 , 下面 的 例子 给 出 了 算法 6.1 的 数值 结果 . 

8|6.1 3 M= Ri, K := fo = (z1, 2,3,4)! € R$ : zz = 1}, $P 
z = (1,1,1,1)T. RF: K 528, B. 


F(x) := (tz — y :t € [0,1]} 


$P, y= (0,71,72,23)T.. 那么 集合 K 和 映射 F 满足 假设 条 件 , 并 且 (0,0,0,1) 是 
变 分 不 等 式 (6.20) 的 解 . 

应 用 MATLAB 软件 , 我 们 得 到 了 算法 6.1 的 如 下 数值 结果 . 容许 度 = 意味 
着 当 | Rs(z,w)| < e 时 ,程序 停止 . 我 们 选取 < = 10%, y = 1, 初始 点 zo = 
(0.3,0.4,0.3,0) E K( X, X. 6.1). 


表 6.1 随 着 参数 o My 的 改变 , 算法 6.1 所 需 的 迭代 数 


c 0.2 0.4 0.6 0.8 0.95 
^4 — 0.3 19 19 65 65 23] 
4 — 0.5 19 19 39 79 327 
4 — 0.9 19 19 26 50 208 


从 表 6.1 可 以 看 出 , Pr HACE H BA o 的 增 大 而 增 大 . 
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本 章 首 先 介绍 了 集 值 变 分 不 等 式 的 三 类 Gap- 泛 函 , 即 自然 残余 Gap- 泛 函 、 正 
则 Gap- RAXA Gap- ER, 并 利用 这 三 类 Gap- 泛 函 , 建立 了 集 值 变 分 不 等 式 解 
集合 相应 的 误差 界 。 同 时, 介绍 了 混合 变 分 不 等 式 问题 所 产生 的 不 动 点 映射 和 正规 
映射 ， 并 证 明了 与 混合 变 分 不 等 式 有 关 的 不 动 点 映射 和 正规 映射 的 单调 性 及 强 单 
调 性 , 以 及 融 有 扰动 的 不 动 点 映射 和 正规 映射 的 强 单调 性 . 


7.1 集 值 变 分 不 等 式 的 Gap- 泛 函 


设 K ÆR 的 非 空 闭 凸 子 集 , T: K >22" 为 集 值 映射 , Pk 表示 R" 到 KK 上 
的 投影 算 子 . 回顾 第 4 章 所 考虑 集 值 变 分 不 等 式 问题 : K z* € K,& € T(zx*) 使 得 


(£6,y—2*) 20, Vye K (7.1) 


HHR, T: K >22? 是 连续 的 且 具 有 非 空 紧 值 的 集 值 映射 . 

下 面 给 出 变 分 不 等 式 问 题 (7.1) 的 Gap- REX. 

定义 7.1 称 泛 函 M :Rn" 一 (一 00, 十 oo| 为 变 分 不 等 式 问 题 (7.1) 的 Gap- 泛 
d. 如 果 M 满足 

(i) M(zx)20,Vr € R”; 

(i) M(a*)=0 SARS r* E 开 是 变 分 不 等 式 问题 (7.1) OM. 

我 们 需要 下 面 的 假定 : 

(Cy— £) 2 Ally - z^, Vy € K,¢ € T(y),z € MVIP(T, K) (7.2) 


其 中 , 入 > 0 ARR, MVIP(T, K) 表示 变 分 不 等 式 问题 (7.1) 的 解 集合 . 
容易 看 出 , 如 果 了 是 强 单调 的 , 则 满足 假定 (7.2). 
定义 自然 残余 Gap- TZ HR: 


gul) = imt Rm ON inf e- Pre- pel «eK 


ee 
根据 引 理 4.1 可 知 , gu (c) 为 变 分 不 等 式 问题 (7.1) 的 Gap-Z ER. 
根据 引 理 1.1 和 引 理 4.1, 我 们 有 下 面 的 误差 界 . 
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定理 7.1 设 z* € MVIP(T. K), T : K 一 2R 为 6-Lipschitz 连续 的 和 4-2$ € 
38 $3. 则 
|z —z"| < ((u+4)/y)ou(z), Vre K,p>0 


证 明 ”由 于 z* € MVIP(T, K), 所 以 存在 & € T(x*) 满足 
(& y- r*) 20, Wek (7.3) 
Xf Vr € K Ñ WE e T(x), ÆR (7.3) PS y = Pk(z — p's) 有 
| (1, Pelir- ug- 2*) 20 (7.4) 
在 式 (11) PS z =r — pute, u = Pgle — uti), v = r* 有 
(a £t Pk(z-p^£€)-z,z' -Pk(z-u 6)20 (7.5) 
由 式 (7.4) 和 式 (7.5) 有 
(£i — €) + ula -Prle — 1716), Prle — 176) — 2*) 20 
所 以 
(& —62* = Pulo pt) <a — Pee -— h Pela— we) — 2") (T6) 
由 式 (7.6) A T 的 强 单调 性 有 
ln & (£y — 6, 2" — 25 
-(: — €,2° -Px(z—u 76) (&à —€, Pk(z — n ^£) — 2) 
spe- Prit- ih Pele— pt) —2") + G —t,Pe@ — 0S) — 2) 


= —||Ru(x, ON (x — Pk(z — w*€), 2a") + (61 —€, Px (aw — pw *€)—2) 
< u|| Ru (z, Nz — 2*|| + | Ru(w, Ne — Ell < (p+ 8) || Rua, OMe — z* 1 


所 以 
lz — z^] < ((& -0)/5)| Ru (n, €), Vr E€ K,£€T(z) 


|z = z*|| < ((w+6)/7) Vom Rule gll = ((u+6)/yop(z), VreK 
定义 正则 Gap- A fa: K — R JJ 


a 
algi = sup inf { .r—y)—-—ly—r ri Q0 
fo (x) Oe i (E y) z lY- zl 
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定理 7.2 xp vr c K, falz) 20; trek, falt) =0 当 且 仅 当 2 满足 变 分 不 
等 式 问题 (7.1). 
证 明 
folz)=sup inf ((&2—w) - ly — zl?) 


yc K &€T(x) 2 


Q 
= inf su | a1—y)—— Ld 
I sup {€s — 9) - Flv- zl 


一 5 eel " m. sup (llo "ell - |a7!€ — (x — y)||?} 


73. inf n inf [a£ — (z — 9I?) 
CY r 

—— f y | 2 _ dist? (- =) 一 1 E: 
T M a pe 


由 于 了 T(x) 是 紧 的 , 所 以 fo(z) = 0 当 且 仅 当 存在 € € T(x) 使 得 ||oa^!£|| = dist(z 一 
a-!£, K), XX X. SEDE «= Pk(r—a-!£). 
定理 7.3 ib T: K — 27 是 具有 非 空 紧 值 的 连续 映射 且 满 足 假定 (7.2), 


入 > 二 ,z* ES M 
LI vVfa(x) Yi ER 


2 
证 明 KX zr* eK, 所 以 
| Q à; : + 
fle = sup. it TE -y)- "ual 2 At, [62 - z*) - 3 liz -zl?} 
由 于 Tir) 是 紧 的 , 所 以 存在 Ce T(x) 使 得 
fala) > imf dl 


从 而 由 假定 (7.2) 有 


fa(z) > Ale —2*l* Fl -z= (A- 2) le- a"? 


lz— zl < V m View) 


ENX Gap- PR Tag: K >R Ñ 


所 以 


Tag(z):— falz) — folz) 82a20 
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定理 7.4 B>a>O, MH Vr c K,Taa(r) 2 0; Tag(x) =0 当 且 仅 当 m 满 
足 变 分 不 等 式 问题 (7.1). 
证 明 
Tag(z) = fa(x) — folz) 


= nt. (€, — P(r- a *€)) — zIPk(z — a7!) - el) 


- inf ((&.2 — Pk(z — 8-16) — 2 Pew — 876) - al?) 


€€T(z) 


由 于 T(z) 是 紧 的 , 所 以 存在 G e T(z) 使 得 


inf. (62 — Prle- a7£) - 7 IPx (z - a^£) - 2||?} 


=s- Pk(z — a7!) - SIIPk(z — a'r) - alf 
所 以 
Tap(z) > (Cua — Prle — o^! à)) - 7 IPx(z — a7 6) - alf 
-(G.z — Prle — 876) + SlPr(z - 876) - al 
- (G,Pk(x-B8 'G)-Px(r-o ) 
-2 Pkt- aG) - zl? + PIIPkG - 876) - zl? 
= (61, Re (#, 61) — Rg-i let) 
-Ro Gs GI + SIRs GIP (7.7) 
在 式 (1.1) PS v = Pgz- 8G), z =r- atk, u = Pra —a!Q) E 
(Pw — et) -s+ at Prle- 876) - Pk(s 710) 2.0 
Bi 
(C1, Rei (2,6) — Rai (0,6) > (Ra (2,41), Ra (06) — Re (2, G1)) (13) 
由 式 (7.7) 和 式 (7.8) 有 
Tag (n) 2 (Rai (2, 61), Rain, 61) 7 Rg- n G1)) 
-SR (eC + ËR Grs GTP 
= lR (2,61) 一 Ro~ (eG)? 


£L Rss GI 
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> AREG) (7.9) 


由 式 (7.9) 可 知 vr € 天 ,Taa(z) > 0, HAF Tag(x) = 0, WW Rg- (2,4) = 0, 从 而 由 引 
H 4.1 可 知 re K,G € T(r) 满足 变 分 不 等 式 问题 (7.1) 若 zx 满足 变 分 不 等 式 问 题 
(7.1), 则 由 定理 7.2 可 知 ms(z) = falt) = folz) = 0. 

由 定理 7.1 MA (7.9), 我 们 有 下 面 的 误差 界 . 

定理 7.5 ik r* € MVIP(T, KT: K —^ 2?" 为 6-Lipschitz 连续 的 和 7- 强 单 
调 的 , 8 > a > 0, 则 


1+ 86 2 
la —z"'|| < By 3— a V Teele), Vr Ek 


证 明 ”由 式 (7.9) 知 , 对 vr e K, 存在 à € T(x) 使 得 


| a:(2,61)]| € 4/ z-z V Taal) 


由 定理 7.1 有 


1+ 8ó 
— || Rg- (7,61 )|| 


la: — 2" || & — 
^ By 


从 而 


a. 1486 [ 2 
ew Tus) Vee K 
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RT:H > H EFRY, y: H  RU{+00} BAD FLERE. 
考虑 如 下 混合 变 分 不 等 式 问题 : 寻求 x edomw 使 得 


(T(z),y—2)+(y)-—v(x) 20, Wye H (7.10) 


其 中 , domy = {z € H : (z) < o]. 
变 分 不 等 式 问 题 (7.10). AAS RJ EA IE UT T2302] 


Ta(r)-—mcx-—J*(z-oT(z)) =0 (7.11) 


ğ (a5) um T(Jf, ()) +a(xr — J alT)) = 0 (7.12) 
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其 中 , J?—(I-o09)-! 是 近似 点 映射 , I 是 恒 等 映射 ， 9y(z) 是 2 在 z 的 次 梯度 , BU 


Dipl) {we H:(wy-z)«wv(y)-v(z) Vye H}, redome 
ht éd ir 
' EN x € domo 


4 H = R",K Æ R” 中 的 闭 凸 集 时 , RT: RR" 一 RR" 是 连续 泛 函 , 如果 对 每 一 
r €R”, y(x) 是 K 的 指示 泛 函 , B 


0, tEK 
+oo, tg K 


则 变 分 不 等 式 问题 (7.10) 变 为 求 z* € K 使 得 

(T(z*),2-—2z") 20, Week (7.13) 
变 分 不 等 式 问 题 (7.13) 的 个 动 所 方程 和 正规 方程 分 别 为 

Talr) 一 2 一 PKZI 一 aT(Z)) =0 


和 
$4(r)-—T(Pk(x))-- ala — PK(x)) = 0 
其 中 , a > 0 是 常数 ,Prk(.) 表示 到 K 上 的 投影 算 子 . 
id 


P= Jf =U tafo ^ Qe= I -Ph (7.14) 


为 得 到 本 节 的 主要 结果 , 需要 下 和 面 的 两 个 引 理 . 
引 理 7.6 (i) z= P,(z)+Q.(z) ao-'Q4(z)eOpe(P,(z), VzeH; 
(ii) (Pa(z) — Pa(2’),Qa(z) —Qalz’)) 20, Vz,z' € H. 
WEAR (i) 由 式 (7.14) 得 z= Pa(z)+ Qa(z), Vz € HH. 下面 证 明 第 二 个 结论 : 
对 任何 ze H, $ y= Qa(z), W 


y —Qa(2) = 2- Plz) = 2 = (I -Fa0p)" (a) 
从 而 


z —y-— (I + o8)" (z) = Pale) 


z € (J+ ady)(z — y) 
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B] 
y € adp(z — y) = ady(Pa(z)) 
也 即 
Qalz) € aðy(Palz)) 
从 而 
a~*Qa(z) € Op(Pa(z)) 
(ii) 由 (1) 及 Op(-) 的 单调 性 有 
(P,(z) 一 Palja !Qa(z) 一 a 1 Qa(z)) 20, Yz, z €H 
Bj 
(P&(z) — Pa(z’), Qa(z) — Qa(2)) 20, Vez eH 
S| 7.7 (i) i% Q; =Qalz) =z — P4(2), Vze€H, Hj 
(z — w, Qz — Qu) 2|| Qz = Qu 7, Vz,w € H (7.15) 
(ii) 任 给 常数 a > 0 及 uc H, 下面 不 等 式 恒 成 立 : 
2 | u |? 
X | v || +(v, u) 2 aan g Yu € H (7.16) 
WEAR — (i) 由 引 理 7.6, 对 Vz,w e H, 有 
(z — w, Qz — Qu) = ((Pa(z) + Qa(2)) — (Pa(w) + Qo(w)), Qz — Qu) 
= ((Pa(z) — Pa(w)) + (Qa(z) ^ Qa(w)), Qz — Qu) 
=(P a(z jos Po(w), Qa(z) = Qa(w))+ | Qs = Ww J^ 
>Q- Q I 
(ii) 对 vu,v € H A 
| 2av + u | ^2 0 
所 以 
4o? ||v||* + 4a(v, u) + llull? > 0 
即 


4o? ||v|? + 4o(v,u) > —l[ull? 


- 154 - 第 7 章 Gap- 泛 函 与 正规 映射 


又 >0, 故 
lul 
4a 

下 和 面 的 结果 分 别 给 出 了 不 动 点 映射 re 和 正规 映射 o, 的 零点 与 变 分 不 等 式 问 
题 (7.10) 的 解 之 间 的 关系 . 

定理 7.8 (i) z* 是 变 分 不 等 式 问题 (7.10) 的 解 当 且 仅 当 na(7x*) = 0. 

(ii) 若 z* 是 变 分 不 等 式 问 题 (7.10) 的 解 , 则 z* 一 -T(a*) X alr) =0 的 解 : 
BX, & P,(x*)=0, N JP, (z*) 是 变 分 不 等 式 问题 (7.10) 的 解 . 

证 阴 (i) tale") = 0 SRF 


a || v |^ +(v,u) 2 


g" = Jf (x* — aT (x*)) 


等 价 于 
z* = (I+ a0) ! (z* — oT(z*)) 
等 价 于 
r' —aT(x*) € z'-raOg(r") 
等 价 于 
-T(z*) € 8g(z*) 
FMT 


Q(z'y-z')-c-vw(y)—w(z)20, Vy € H 
Bl z* 是 变 分 不 等 式 问题 (7.10) 的 解 . 
(ii) Æ z* 是 变 分 不 等 式 问 题 (7.10) 的 解 , 则 由 (i) 有 


x = J ja G - “T(x")) 
从 而 


Pa G = 2T(e") =T [45. G 一 ST) ) 


+a G 一 T(x") 一 Ja (s — eTG*))) 
a Q 


B] r* 一 T(z") 是 alr) = 0 的 解 . 
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RL, Pal") — 0, DU 


TJP (z*)) + a(z* — Jf, (z*)) =0 


从 而 
-T(J (2")) = a(z* — Jy, (x")) 
即 
-T (Pi ja(2")) = aQi;s(x") 
由 引 理 2.1() 有 


-T (Pija (x*)) € 99( Pis (z*)) 


从 而 Pija(z*) 是 变 分 不 等 式 问题 (7.10) 的 解 , -也 即 JT, (c) 是 变 分 不 等 式 问题 
(7.10) 的 解 . 


接 下 来 我 们 介绍 扰动 不 动 点 映射 和 扰动 正规 映射 的 概念 . 
定义 7.2 扰动 不 动 点 映射 为 


Tae(T) = x — Je (x — o(T (x) + ez)) 
扰动 正规 映射 为 
Palt) = TJfs (2)) + ey) (a) + oe — J15s (n) 
由 定义 7.2 可 知 
Ta olt) = Talt), Pa olt) = G(x), Vee H 


定理 7.9 RT: HOH AB Ae 2 0,0,0,y,0 均 为 正 数 . 

(i) WRT 是 六 余 强 制 的 则 当 0 < sdy 时 , 不 动 点 映射 Ta(.) 是 单调 的 : 

(ii) 如 果 人 是 及 强 单调 的 和 60-Lipschitz 连续 的 , 则 当 0<aw<481/6” 时 , 不 动 
点 映射 Tal) 是 强 单调 的 ; 

(ii) ORT 是 小 余 强制 的 , 则 当 0<a<4y &0ce«2(:- i) 时 , 扰动 
不 动 点 映射 Tael) 是 强 单调 的 . 

证 明 令 a>0 及 0<seg2/a, 记 


z—rz-—o(T(r)rex) w=y—(T(y+ey), Yr,yeH 
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从 而 由 引 理 7.7 有 
(T — Y, Tael) — Ta,e(y)) 
= (x — y, |(z — J£(2)) — (w — J£ (w))] 
(o (T (x) + ex) — o(T(y) + ey)]) 
-(r—y,Q. — Qu) + aele- |? 


ow =y T(x) —Tly)) 


= (Ez + a(T (x) + ez)] — [w + a(T(y) + ey)],Q2 = Qu) 


ae |z — y||? + a(x — y, T(x) — T(y)) 


—(z-—w,Q;-—Qu)- e(t T(z) + ex) — (T(y) + ey)],Q2 — Qu) 


+ae||a — y||* + a(x — y, F(x) — T(y)) 


之 IQ = Qul" T o [T (o) + ex) — (T(y) T ey)|, Q,—Q) 


+ae||x — y||? + a(x — y, T(r) — T(y)) 
> —(a*/4)||(T (z) + ex) — (T(y) + ey) I? 


+ae||x — yl? + a(x — y, T(x) — T(y)) 


= (ae — oe /Dz — yll? — (a°/4) T(z) — T(y) ||? 


+(a — o?e/2)(x — y, T(x) — T(y)) 
(i) WR T 是 六- 余 强制 的 , 则 由 式 (7.17) 有 


(© = y faalt) = Ta,ely)) 


> (ae — o^2^/4)||z — yll? — (a*/4)||T (x) — T(y) ||? 


(o — o?e/2)||T (£) — T (y)||? 
— ae(1 — oe/4)||z — y||? 


ÆA (7.18) Pe — 0, 则 当 0< o « 4y HT, H 
(x oti y, Ta (x) v Ta(y)) 之 0 
即 此 时 mal) 是 单调 的 . 


(7.17) 


(7.18) 
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Gi) 如果 了 Æ 8- 强 单调 的 和 ó-Lipschitz 连续 的 , ÆR (7.17) 中 令 © =0 有 
(T — y, Ta(T) — Ta(y)) 
> —(a*/4)||T(x) — T(y)||? + oz — y, T(x) — T(y)) 
> —(a^5*/4)||z — yl + alla — yl 
= (aß — a^5* /4)||z — yll” 
= a(B — ad”/4)||a — yll” 
当 0<a<48/62 时 ,a(8 — ad?/4) > 0, 即 此 时 zx, (C) 是 强 单 调 的 . 
(iii) 由 式 (7.18), 当 0 «o « 4y &0 «e «2 (= =) 时 ,a27 (3 ies 5) > 
0, X. e <2/a, W ae(1 — ae/A) > 0, 从 而 


(T — y, Ta, (zr) — Ta,e(y)) 2 ae(1 — ae/A)||x — yll? 
By Na ut*) 是 强 单 调 的 . 
定理 7.10 ik T: H— H X 4B 84.7 20,0,8,y,6 HAL. 
(i) deX T & 4-446, MS a> 时 , 正规 映射 5,0) 是 单调 的 : 
2 
(ii) oR T 是 B- 强 单调 的 和 5-Lipschitz 连续 的 , 则 当 a > 二 时 , 正规 映射 
Dal) 是 强 单调 的 : | 
(iii) MRT X 六 余 强 制 的 ， 则 当 a > m RV<e<a 时 , 扰动 正规 映射 
wA 令 0<r<e<a, 记 
Qz = Qija(z) = z - Pija(z) = 2— Jf), (2), Vze H 
则 对 vr,y € H, 由 引 理 7.70) 有 
(z -y Qz — Q)) 2 |Q} - Ql (7.19) 
由 此 可 得 
e—a 2 Qu — 2, |] (7.20) 
由 引 理 7.7(ii) 有 
(a —r)||Q, — QI + (Qt -Q T(Pijalt)) ^ T(Prja(y))) 


ga p IT Piela) - TUA II (71) 


A 
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由 式 (7.19)~ 式 (7.21) 有 


iz — y, Oy Ur) — Pa ely) —rl[z— yl? 


= (x — y, (T (Pija(2)) + £Pija (x) + Q2) — (T(Pijaly)) + ePiyaly) + aQ,)) 


-r|iz — yl” 
=alr —y,Q, —Q)) + e(z — y, Pijal) — Pryaly)) 

-r|iz — yll? + (2 — y, T(Pijs(2)) — T(Prya(y))) 
= (w—s)e—9Q,-QU-(-rn)lt- wv 

+x — y, T(Pija()) —TUVsQ)) 
=(a= ee - wu. s 6-nle-sl 

HO. — Qua Pus) TUI) 

Pus) — Prictt), T Filat] — T(PLSQ)) 
2 («—6)lQ; — Qi" +e —rJIQz ^; 

OQ, — Qi T (Fiye — TOV) 

TU Ua) — Pai). TU on) — FUR ve OD) 
- (e - r); — QI? + (Qt — QT (Pia(2)) = T(Pijs (y) 

T(Pya(z) — Pitat) T(Pya(x)) ^ T(Prje(y))) 
> cl T Piyala) - TUS JI 

TOP UE] — Ps), TUP a le) — TP 


(i) WR T dé 六 余 强 制 的 , 在 式 (7.23) PS c=r=0 


(x — Yy; $, (7) Do (y)) 
2 = IIT Cr) a T (Pj. y))Il 
(Pus (z) — Pijat), TUS (7)) 7 TU Q1) 


> (5 - E J IT Piyale) = TOv)? 


W a> = 时 , 有 
^y 
(x — Y, B(x) — Baly) 2 0 


即 此 时 正规 映射 ©, (-) 是 单调 的 . 


(7.22) 
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(ii) WÈ T FE 厅 强 单调 的 和 6-Lipschitz 连续 的 , 令 。 = 0, 则 由 式 (7.22) 有 


uU — y, P(x) — Da (y)) E rllz m yll? 
- a(z -y&Q — Q.) —rlz— yl 
Tm =y TP Vx) -TUay) (7.24) 


æ yl = (Pia (c) v Pisal) T (Q'. EN QI? 
« 2(|| Pi ja (x) = Prja(y)|l? F IQ". n Q' II^) 
4 0«r« 5, 从 而 由 式 (7.24) 有 


(x — y, a(x) = Saly) — rllz = vl 
> alge- Qi MI’ = 2r(||Piva(£) — Py ja(y)|l? 二 es 一 Qi I^) 
TU —u TVs) —TIqysQ))) 
=(a - 2r)||Q, = Ql” + (Q — Qj, T(Pijs (z)) ^ T(Prjaly))) 
UP Sm) = Pisah T(Pije(2)) = T (Pi ja(y))) ES 2r|| Pi js (x) = Py js (y) 


> -qg cas [T Ua (2) - TUS a G2) |? — 2r] Aa (2) — Pia GI 


TP) E Py et). 4 (GP rj) v T(Pija(y))) 
5 
> G =a is) | Pia (c) = Pus QI 


2 


记 Fla,r) = 2r +4 给 定 r > 0,Fl(a,r) KF o 递减 , > r= 0, 则 由 
A(ar = 2r) 


2 2 2 
F(a,0) = a Ey PEN n X Flor) 关于 递增 , 故 当 a > 5 时 ， 存在 
0 <r < 使 得 F(a,r) = 2r + | 


« B, 而 此 时 


0 
dior Or) 
(x — y, Bala) — Baly) — rle —yll* > 0 
即 
(£ — y, $«(z) — Ga(y)) 2 rllz — yl” 
Bl $,(.) 是 强 单调 的 . 
(ui) 如 果 工 是 7- 余 强制 的 , 则 当 0 < s <a 时 , HA (7.23) 有 


(x ~y, $e) Hk Gu (Vy)) - rx m yl" 
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> (7 — gg p IIT Unus) — TOS II 


4(a 


l ] l 
: — Kt, 4 infec, — —], Het + — ———. 3 0, 
da» ,q40c«rc«min(e,a ner 此 时 4 TENIS 从 而 


(x — y, Pq (x) = $. -(y)) 之 r||z - yll? 


BU $,.(.) 是 强 单调 的 . 
由 定理 7.9 和 定理 7.10 可 得 如 下 推论 . 
推论 7.11 设 T 是 单调 的 且 是 -Lipschitz 连续 的 . 
(i) 如 果 0<s<oo 且 0<awx< GI 则 扰动 不 动 点 映射 ra =(:) 是 强 单调 
的 ; 
ii bE idee PT pet Bier ,， 则 扰动 正规 映射 Pal) 是 强 单调 的 . 
uERH W G(x) = T(z) - ex, BRE rae(s) = 2 -each 可 ca- 
G(Jf, (z)) + a(x — Jr. (x)). 
HIT OT 是 单调 的 ， 故 


(r— y, G(x) — G(y)) - (x — y, (T(x) — T(y)) + &(x — y)) 
— (zr — y, T(x) — T(y)) + elz — yll? 2 ella — yl 
BU G(-) 是 s- 强 单调 的 . 由 于 了 是 6-Lipschitz 连续 的 , 故 


IG(z) — G(y)|| = (T (x) — T(y)) + e(z — v)l 
S [T (x) — Ty) + ellz — yll € (6 + &)liz — vl 


Bl G(-) 是 (6 + €)-Lipschitz 连续 的 . 从 而 由 定理 7.9(i) A, 4 0 < a < TET. 时 ， 


ro e(-) 是 强 单调 的 ; 由 定理 710(i 知 , 当 a> CT vee If, d. C) 是 强 单调 的 
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本 章 介 绍 了 一 类 依赖 时 间 参 数 的 Navier-Stokes 型 的 半 变 分 不 等 式 , 其 解 的 存 
在 性 证 明 方 法 是 基于 Rothe 方法 , 即时 间 导 数 的 向 后 Euler 差分 的 时 间 半 离散 技 
巧 , 并 且 我 们 证 明了 Rothe 问题 (即时 间 半 离散 问题 ) 的 解 存 在 , 它们 包含 了 一 个 
Sg Ac SCIT FE AJ, 其 弱 极限 为 半 变 分 不 等 式 问题 的 解 . 同时 , 在 适当 的 假定 条 件 下 ， 
我 们 证 明了 半 变 分 不 等 式 问题 的 解 的 唯一 性 以 及 解 对 问题 数据 的 连续 依赖 性 . 


8.1 问题 的 提出 


设 Y 是 可 分 自 反 Banach 空间 , H 是 Hilbert 空间 . 我 们 将 H 的 对 偶 空 间 看 作 
CAG: H* =H. 用 (62) 表示 VR V* 之 间 的 对 偶 配 对 , 用 (.,-) 表示 H 中 的 标 
量 积 . 我 们 用 |v: e la A| Daze V, H MR 中 的 范 数 . 设 VCHCV?* 
为 进化 三 元 组 空间 , HERA EREK EER. H: V H RENE 
Bt. U ABR Banach 空间 , /: V —^ U 为 线性 连续 算 子 . 为 叙述 方便 ， lelle, a) 
和 lll ecv.oy 分 别 简 记 为 | 和 IE. & T > 0, 我 们 定义 以 下 空间 : V= L(0,T;V), 
^ = BO THY U = L2(0,T;U), V = L2(0,T;V*) iW — (ve V |v € V*, 
中 vw 为 v 在 分 布 意义 下 的 时 间 导 数 . 容易 看 出 散 入 W C C(0,T; H) 是 连续 的 . 下 
面 介 绍 广 义 Navier-Stokes 型 算 子 . 

EX 8.1 #RN:V—V* AP X. Navier-Stokes 型 算 子 , 如 果 Nv = Av+ B[v], 
其 中 H(A): Ac L(V: V*) 是 对 称 的 , HH Ma > 0 F 820, 8 


(Av, v) 2 a loll? — 8 lloll VveV (8.1) 


H(B): Biv) := B(v,vu, B:VxV 一 V* 是 双 线 性 算 子 ， 且 满足 对 任意 u,v EV， 
(B(u,v),v) =0, A B|]: V => V* 是 弱 连 续 的 . 
注解 8.1 如 果 条 件 (8.1) 被 如 下 不 等 式 代替 : 


(Av, v) 2 alleli, VveV (8.2) 
则 定义 8.1 PHRF N $A Navier-Stokes 型 算 子 . 
对 于 广义 Navier-Stokes 算 子 N, 显而易见 , 如 下 不 等 式 成 并 : 


(Nv,v) > a|v|t-— B|v||7zz, VveV (8.3) 


- 162 - 第 8 章 ”一 类 半 变 分 不 等 式 


我 们 有 下 向 的 结果 . 

引 理 8.1 广义 Navier-Stokes 算 子 是 伪 单 调 的 . 
我 们 考虑 如 下 问题 . 

问题 8.1 XX uc W 使 得 


| u'(t) + Au(t) + B[u(t)] + £*O0v(£u(t)) 3 f(t), ae. t € (0, T) (8.4. 
A) 


u(0) = uo 
Her fev ,w:U oR, dv X yl) 在 Clarke 意义 下 的 次 微分 , /:U* 3 V* AL 
的 伴随 算 子 . 


问题 8.1 有 下 面 的 等 价 形式 . 
问题 8.2 S (ug) e Wxu* 使 得 


u'(t) + Au(t) + B[u(t)] + 2*n(t) = f(t), a.e. te (0, T) 
n(t) e Ov (tu(t)), a.e.t € (0, T) (8.5) 
u(0) = uo 


为 后 续 证 明之 需 , 我 们 需要 以 下 条 件 : 

H(v): ZA v : U 一 R 满足 : 

(i) v ÆJ Lipschitz 的 : 

(ii) |Inllu- < cy(1 + ll£llu), Vn € 8v(£), € € U, 其 中 常数 cy > 0; 


(ii) (m — no,& — 2)u-xu > —mill& — €2ll5, Ym € OW(E), & € U, i = 1,2, 
TI 2 0. 


H(£) BF 4 € L(V;U) 是 紧 的 , HE Nemytskii 算 子 5 : M?^?(0,T;V,V*) 一 
U(x& MA (£v)(t) = w(t) ) 也 是 紧 的 . 
H(B)\: 存在 常数 Ki > 0 使 得 
i|Blv]lv- < Kilvilviviizesqor Vue VaL*(0,T; H) 


H(B)o: 存在 常数 K > 0, ,pe o, ] 使 得 


IKB(u, v), u)| < Kallullv "lul lvliy vl ^, Vu veV 
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8.2 存在 Ë 


本 节 我 们 讨论 问题 8.2 解 的 存在 性 , 其 方法 是 基于 向 后 Euler 差分 的 时 间 半 高 
POERI YA (PKA Rothe 方法 ). 
对 给 定 的 NEN, 定义 时 间 步 长 = T/N. 引入 f. 的 逐 段 常数 插值 为 


1 ik 


Ih fdt, t= Lss 


k J (i—1)k 
我 们 通过 VPA OIE RA, 也 就 是 说 , 设 序列 (uuo) CV 满足 : TE H m 
uko > ug, 且 对 某 个 C >0 8 llusoly € C/vk. BF V fk H PRR, 这 样 的 序列 
(uxo) 存在 (参见 文献 [126]). 

接 下 来 研究 问题 8.2 的 Rothe 通 近 方法 . 
问题 8.3 X {uki}io CV He (mio CU* 使 得 , Mi=1,---,N, FA 


l 
y Vk 一 Uk. i=l v) T (Auk i, vU) 十 (Blux.i], v) 

+(nk,is luju xU = (fkisv); VveV (8.6) 
Mi € Ow(Fuyi) 


首先 我 们 证 明 问 题 8.3 解 的 存在 性 . 

定理 8.2 Æ H(A), H(B), H(v), uo € H f$» a> cpl 则 对 充分 小 的 
k » 0, 问题 8.3 存在 一 个 解 . | 

证 明 ”只 需 证 明 对 给 定 的 uki- € V, FE uki € V Al nki € U* 满足 式 (8.6) 
即 可 . 定义 多 值 算 子 L:V 一 2” 为 


Lv = "i + Av + Biv] + "Ov(tv), veV 
那么 , A (8.6) 等 价 于 


> 
> D b 
Lu; z fk 十 一 


因此 , 问题 转化 为 证 明 L 的 满 射 性 . 根据 定理 1.36, 只 需 证 明 L 是 伪 单 调和 强制 的 . 
首先 证 明 L 是 强制 的 . Ux vc V 和 e Lv. 因此 
OF ix oy + Av + B[v] + 2" 
其 中 ,me yw). 应 用 H(A) Al H(B), 有 


L*L 


(o* v) = (ev v) + (Av, v) + (B|v], v) + (n, £v)u- xu 


l i 
> 人 一 3) lle, + allvlly + (n, £v)u* xu (8.7) 
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根据 H(v)üi) 有 


-> - lllo llvllv 
> —cydllllvlly (1 + llevllv) 
> cyllellivllv (1 + lellllvlly) 
= —cy llel? |vll — ew léllllellv (8.8) 


因此 , 根据 式 (8.7) 和 式 (8.8) 可 得 


(n. £v)u* xv 


" TN | 
o) > (x 8) lols + (a — eol — edel 


所 以 对 充分 小 的 上 < 1/8, AT L 是 强制 的 . 

接 下 来 证 明 L 是 伪 单 调 的 . 根据 命题 1.34 可 知 , ST tik: V 一 V* 是 伪 
单调 的 .现在 我 们 应 用 命题 1.34 证 明 l*8w(&.) 是 伪 单 调 的 . 条件 (i) 显然 满足 ， 
因为 Clarke 次 微分 是 具有 非 空 凸 值 和 (对 自 反 空间 而 言 ) 弱 紧 值 的 . 条件 (ii) A 
接 根 据 假定 A(w)(ii) 即 可 得 . 为 证 明 Havl) 满足 命题 1.34 的 条 件 (iii), RE 
V P wn — v, Æ V* PE, — E, HH & e &Ovy(tv,). AFR L: V UR 
KAY, 所 以 在 U P, £v, 一 £v. 3E X. m, € eaw(tun) WE En = Om. WABE 
H (v) i), 存在 子 序 列 (仍然 记 为 m) 使 得 在 U* P, m — q. AF ôy: U — 2" R 
有 非 空 闭 值 的 (从 U 到 Už), BEA n e Op(£v). 显然 = bn, € € aylw), 而 且 
(Un, En) = Uun, muxu: — (lv, nuxu. = v, 8). 根据 极限 唯一 性 定理 , 上 述 收敛 性 
对 整个 序列 {m} 都 成 立 . 根据 引 理 8.1 可 知 , N(-) := AC) - BU] 是 伪 单 调 的 . 由 于 
两 个 伪 单 调 算 子 的 和 仍然 是 伪 单 调 的 , 所 以 工 是 伪 单 调 的 . 

现在 建立 关于 问题 8.3 解 的 先 验 界限 结果 . 

引 理 8.3 如果 定 理 82 中 的 假定 成 立 , 则 存在 常数 Mi 005 k I X). 使 得 
对 充分 小 的 上 >0, 有 

N N 
Regt uralla + >》 |ui — uk i-illz + k Y lurally < Mı (8.9) 


t i=] 


证 明 ÆA (8.6) PR v= uki A 


1 
y ki 一 Uk,i-1; Uni) + (Aug i, uk) + (Blan i], uk) +(e cy lukri u xU = kis Uk) 
(8.10) 
注意 到 


l ; Le i l ; 
(ux i "- 141-3, thks) = surilla 5 teil T 5 litte a = ux i—rl47 
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根据 假定 H(A) 和 H(B) 可 得 
(Auki ui) + (Blur i], usi) > allux;lly — Bluri (8.11) 
而 且 对 任意 的 => 0, 有 
(Fris uii) S || fiilvsluxilv < uk + vz lal 
根据 式 (8.8) 有 


(mi, Fu iju xu 2 cy lll? urili — ev] £l | ussllv 


所 以 对 任意 的 <>0 有 
(nk i Pug i) xu > —Cy|léll? usally 一 = urali? = = aR 
= (—ey|lé\|? — Plural = ai (8.12) 
因此 , 从 式 (8.10) 可 得 
|a ilr — luri- + lluki- uisi + cikllux,ally 
< = feall + 2k Blue sd + co (8.13) 


其 中 , ci = 2(a—e-—cy|lel|?), e» = Alle He > 0 满足 ci > 0, A, > 
e = (a — cy||£]|*) /2. 


Ml<n<N, EDERN (8.13) 两 边 对 ;= 1,--- ,n 求 和 后 得 到 


n TL 
||. ll + >, lluki — uri- + crk YO Jural? 


¿=l i—1 


m 1 Tl 
< luxroll + 2k8 ukili + =k Mee + cat 
ur ollix + 2k6 D | lusor = du life 上 + c2 


i1 
< luro? + 2k8 V^ llunall3 + ISIB + ea (8.14) 
i=1 T 
Wek < 1/20, 并 运用 引 理 1.39, Ask (8.14) 可 得 式 (8.9). 证 毕 . 
现在 我 们 创建 建立 在 问题 8.3 解 上 的 依赖 时 间 的 逐 段 常数 和 逐 段 线性 泛 函 序 
列 , 并 证 明 其 子 序列 收敛 到 问题 8.2 的 一 个 解 . 定义 逐 段 线性 和 逐 段 常数 择 值 算 子 
ux € C([0, T; V) A u, € L?*(0,T; V) WF: 


t 
up (t) = Uki + r 


E tgi Pe((i-l)kik 1sisN 
uy (t) = 
Uk. 0. t — 0 


一 i) (Uki — Uki—1) tE((i= 1)k, ik], LEIN 
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逐 段 常数 函数 万 . : (0,T| 一 U* 为 
Telt) = Nki t E€ ((i— l)k, ik], 1Si<S N 
而 且 定 义 fp: (0,T]) > V* WF: 
felt) = frat e(G—1)k ik, 1 <i < N 


则 在 V* 中 太一 8 参见 文献 [25]). 因此 , wx 的 分 布 导 数 为 uL (t) = (uki—uki-1)/k, 
te (—1)kik1«ix« N. 所 以 式 (8.6) 可 以 重新 写成 如 下 形式 : 


P ume 


uj (t), v) + (Aus (t), v) + (Blue (t)], v) + (m. (t), luju xu 
= (fx(t),v), Vv cV, ae. te (0,T) (8.15) 
"y (t) € Ov (Fux(t)), ae. t € (0, T) 


我 们 定义 Nemytskii 算 子 A,B: V = V 812:y — u 分别 为 (Av)(t) = A(v(t)), 
(Bv)(t) = But) (v € V), 以 及 (w(t) = £v(t)(v e V). 因此 , 上述 问题 (8.15) 等 价 于 
(uj, v)u + (Atk, v)v* xv + (Būk, Vv) ye xv + (Tip, Lu xu 
= (fe,v)vexy, Wuev (8.16) 
nt) E 9v((Cuy)(t)), ae. t € (0,T) 


引 理 8.4 (Rik H(A), H(B), H(B)i 4e H(v) KZ, 并 且 uo € H, o > cy ||£l?, 
则 存在 常数 Mo > 0( 不 依赖 于 k), 使 得 对 充分 小 的 天 >0, 有 


|a || v + [8s || je torn) + lluxllecozm + ||uelly + lus ly: 


Fr lu: + |T| w22(0,7;v,v-; € M2 (8.17) 
证 明 ”由 不 等 式 (8.9) 可 直接 得 到 Ils || roe co, se) 和 uk Le com.) 的 有 界 性 . 
N 
由 于 [ull = kY urail? 故 lalo 的 有 界 性 可 从 式 (8.9) 得 到 . 根据 lul < 


=), 


23 上 urilly, 3X (8.9) 和 lwkolv < C/Wk, 我 们 得 到 ||us]|v 的 有 界 性 . 
接 下 来 , 根据 假定 H(v)üi) 有 
T 
mb. f ON- 


T 
< / (202, + 2c EPTO?) at 
0 


=2T 2, + 2c VIP ras] 
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因此 , 从 Welly 的 有 界 性 就 得 到 m lu 的 有 界 性 . 
根据 


(uj, V)y- xy = (uj, Un m (fk, v)v- xv — (Atk, Uv) yxy — (Büx,v)v- xv 


T 
P J (7, (t), tv(£))u- xu dt 


0 
可 得 


1 


T 2 
lukllv- < llfkllv- + (/ [aml + ||Blte]|ly- + Ellaell- (8.18) 


由 于 um € VN L™”(0,T; H), 故 根据 假定 H(B) 有 
| Blue) lys < Kı Fux [|y [ux || ro (oT; 1) (8.19) 
从 而 根据 假定 H(A), 3X (8.18) 和 式 (8.19), 可 得 
ully < Ilfillv- + Allev, v- lT llv Ka Hae Lv [ln || roe o mr) + Ill lle lle 


因此 , 根据 Lus] vs Trl eor 和 |g lle 的 有 界 性 就 得 到 ulv 的 有 界 性 . 

最 后 , 我 们 证 明 || Te || vro tor. v. v) 的 有 界 性 . AE DUZ BUS BL PR BK uy 在 BV*(0, 
T; V*) 中 的 半 范 数 在 分 割 : 0 = ao «ai «€ «a, = T RẸ, H aj € ((mi;—1)k, mik] 
并 满足 Up (ai) = Ukmo RH mo = 0, m, = N Al mii > m(i=1,:--,N—1). B 
此 , 根据 ulv 的 有 界 性 有 


n 
|| [va (o T; T" a veo 一 Uk; mi-l p 
i=l 
Ta 


TL 
«M mm) 9M; ura- urili 
$1 


l=m,;—),+1 


Tt N 
< » (mi — mi-1) >. Uke 一 Uk i—1llt- 
i=] i=] 


N N " ük 
: kl ^ ük, l-1 
-NY ua = urail = TRY; | AEN, 
(I 


bl 


T 
=T } ju (DN.at = Tli lla. 


所 以 , 根据 uly 的 有 界 性 可 知 , 序列 Cus) 在 M??(0, T; V, V*) PAR. 证 毕 . 
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定理 8.5 假设 H(A), H(B), H(B)i, H(wW) 和 H(t) RZ, HH w € FZ, 
a> cyll. up, uy 分 别 是 建立 在 Rothe 问题 8.3 解 上 的 逐 段 线性 和 逐 段 常数 函 
A, 则 对 充分 小 的 有 > 0, 存在 函数 对 (u,n) 使 得 (对 子 序列 ), 在 W P us ou, Æ 
L?9(0,T; H) P up —* u, Æ V P Ñk > u, Æ L*(0,T; H) 中 uy 一 * u, 以 及 在 U* 
Ton 5. mA, 极限 (u,n) 是 问题 8.2 的 一 个 解 . 

证 明 ”根据 不 等 式 (8.17), 我 们 可 以 假定 存在 元 EYnzee(0,T; 瑟 ), ue V^ 
L®(0,T; H), ui E€ V* AI n e U* 使 得 当 大 一 0 时 有 (必要 时 可 考虑 其 子 序 列 ) 


EVP, Tk — u; fEL*(0,T; H)'P,u, —* u (8.20) 
EVP, up — wu; EL (0, T; H)P, up —* u (8.21) 
在 六 中 ,wi 一 u (8.22) 
在 U* 中 ,一 7 (8.23) 


首先 证 明 元 = 从 根据 


N ik 
Wr — ül 2. = k= t 2 
[s — ux] » | (ik — t) 


i—1l)k 


2 e 
ME 

dt = lu ly. 

V= 


Uk i — Uk,i—l " 
3 


k 


可 以 得 到 : Æ V* 中 , Tk — up > O(k — 0). 另 一 方面 , 从 式 (8.20) 和 式 (8.21) 可 得 : 
E V P, ti, — uu, 2 u—u. 由 于 嵌入 炎 c V* 是 连续 的 , BCE V* P, Tk- ug 一 五 一 小 
PrEÀ u—u-0, Bl u-—u. 由 于 在 P u, — u, T£ V* Pu, — ui, 所 以 根据 命题 
1.51 可 得 wi 2 w. 因此 , 对 所 有 的 ve VY, 有 


(Wes Vn = (uj; v)v-xv > (u', v)v-xy = (u,v) 4 (8.24) 
根据 假定 H(A), BL A: V 一 V 是 线性 连续 算 子 ， 从 而 弱 连 续 . 由 于 在 V 中 
Tk — u, W 
(Ati, v)y- xy — (Au, v)y- xy (8.25) 
根据 式 (8.17) 和 式 (8.19) 有 
|Bux|lv- = ||Bfūr]l|v- < Ks [ux] vl[ux]l roe or.) € oe 


所 以 应 用 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 根据 假定 H(B) 有 


T T 
(Bus, vvv = | (B [us (t)], v(t)) v -xvdt ^ i (Blu(t)], v(t))v-xvdt 


= (Bu, v)y~ «y (8.26) 
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根据 式 (8.23) 可 得 

(Tz, oyu xu > (n, €v)u* xu (8.27) 
STE V* P fy 5 f, PA 

(fk, v)v*xv — (f u)v xv (8.28) 


应 用 式 (8.24) 3X (8.28), 在 式 (8.16) P$ k> 01 
(u' vyn + (Au, v) y- xy + (Bu, v)y-«y + (N, bodys xu = (f,v)y-xv, Vue V (8.29) 


由 于 在 V P, uy 一 u, 故 根据 假定 五 (f) 可 得 在 中 , £u — £u. 因此, Æ U 
H, fult) > ult), a.e.t € (0,T)( 考 虑 其 子 序列 ). 由 于 0p :U 一 20 具有 非 空 闭 
出 值 且 是 上 半 连 续 的 (从 UV 到 U*), 所 以 根据 式 (8.23) 和 定理 1.38 有 


n(t) e Ov(£u(t)), ae. t € (0,T) (8.30) 


由 于 在 中 su, TE Y* Pu, su’, BRA W C C(0, T; H) 是 连续 的 , 所 
以 在 C(0, T; H) "P, uy 一 u, 从 而 对 所 有 的 te (0, T], A u(t) — u(t)(XE AP). Al 
此 , Æ H "P, uko = ux(0) — u(0). 由 于 在 H HP, uio — uo, ATLA w(0) = ug. WER. 

定理 8.5 提供 了 一 个 证 明 问 题 8.2 解 的 存在 性 的 建设 性 方法 ， 该 方法 的 主要 
思想 是 , 用 向 后 差分 技术 代替 时 间 导 数 , 并 在 每 个 时 间 步 又 求解 相关 联 的 椭圆 问题 ， 
以 便 在 时 间 网 格 的 连续 点 中 寻找 问题 的 解 . 此 外 , 只 要 相应 的 椭圆 问题 可 解 , 该 方 
法 不 要 求 任何 光滑 的 或 其 他 附加 的 正则 化 条 件 . Rothe 方法 已 经 被 用 来 研究 多 种 偏 
微分 方程 模型 , 如 非 线 性 偏 微分 方程 、 变 分 不 等 式 、 半 变 分 不 等 式 以 及 变 分 - 半 变 分 
IN | 
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本 节 我 们 将 研究 问题 8.2 解 的 唯一 性 以 及 对 数据 f 和 wo 的 连续 依赖 性 . 
A \>0 ARA VCH ARAB, B 


vila <Allulv, VveV 


首先 我 们 给 出 问题 8.2 解 的 唯一 性 结果 . 
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定理 8.6 假定 H(A), H(B), H(B)i, H(B)o, 万 (四 ), H(£), uo € H fea > 
cy ||£||* + 8A*. R u € V 是 问题 8.2 的 解 , 则 存在 常数 Co > 0 使 得 
lull» < Co (8.31) 
to Ra>my,|ell?, 则 问题 8.2 的 解 是 唯一 的 . 
证 明 ”首先 , 我 们 证 明 式 (8.31). 由 于 ue V 是 问题 8.2 的 解 , 故 有 
(w(t), u(t)) + CAu(t), u(t)) + (B[u(t)], u(t)) + (n(t), £u(t))u- xv 
= (f(t), u(t)), ae. t € (0, T) 
其 中 , n(t) € Ou (lu(t)), ae. t € (0, T). 
由 式 (8.8) 有 
(n(t), @u(t))u-xu > cyll luli — cwlléllluOllv, ae. t € (0, T) 


因此 , 根据 假定 H(A) 和 H(B) 有 


ld ‘ 2X2: 
LA u(t) + (a — coll? = GA2) lu) — cplllllu(t) lv 


< (f(t), u(t)), ae. t € (0,7) 


所 以 
ld ] 
53; «Oll + (o — cyllell? — 83?)|[u(t) || 
< cyllell lu |lv + (f (t), u(t), ae. t € (0, T) (8.32) 


在 不 等 式 (8.32) 两 边关 于 t 积分 可 得 
SMa — luo? + (a — esl? — BX?) lully 
7 7 
«esl 人 eolvdt+ OCX 
< ey VT bully + Il fll- llull 
所 以 
slu), + (a — cyllell? — BA?)lull < (cy VTI + Wf llv-)llully + = loll 


因此 , 式 (8.31) 成 立 . 
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fe BK, 设 (ui, m), (ue, 2) 是 问题 8.2 的 两 个 解 , 则 


(uj (t) — ug(t),v) + (A(ur(t) — u2(t)) v) + (B[ux(t)] — B[ua(t)], v) 
+m (t) — no(t), fv)u«xu 20, VueV, ae. te (0,T) (8.33) 
在 式 (8.33) PS v = u(t) — u(t) 可 得 


i |ui (t) — wa ONE + CAQu (t) — ux(t)), ux (t) — u2(t)) 


+(B[u;(t)] — B|uz(t)], wi (t) — ua(t)) 
tn (t) — na (t), £(u1(t) — uz(t)))u-xvu =0, ae. t (0,T) (8.34) 
由 假定 H(v)(i) 有 


(m (t) — no(t), £(ux (t) — ua(t)))u- xu 2 —mal||Z(ux (t) — us(t))lt 
z-mm|£l*|ui(t) — ux(t)]]j (8.35) 


根据 假定 H(B) 可 得 


(Blu; (£)] — B[ua(t)], ui(t) — ua(t)) = 


根据 假定 H(A), H(B), URA (8.34)~ 式 (8.36), 有 


=< |ui (t) — ua (t)l5 + (o — ma £l?) lurt) = we (t) || — Bllur(t) 一 wz 人 | 到 
< K»||ui(t) — ua (t) lly lu (t) 
-u(t g la (é)|IP (tl ?, ae t € (0,T) (8.37) 


在 不 等 式 (8.37) 两 边关 于 t 积分 可 得 
lu: (t) — wt) + 2(6 — m |\el|?) | jata} — tag (sy ds 
) 
t 
-26 | |ux(s) — u2(s)||4,ds 


< 2K | jr (s) — ua(s)ly ^ |ui (5) — wo(s)l] g ^ llus CS) IF lun (s) |p ds (8.38) 
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由 于 wi € L?(0,T; H), BK (8.38) 右 端 以 下 式 作为 一 个 上 界 : 


2 K»||ui || re (o; Hr) [ |ux (8) — uls) lly ||ui (8) — was) ^ lus Cs) ll ds 


进一步 , 对 上 式 应 用 修改 的 Young 不 等 式 (参见 式 (1.19)), 并 令 


a = |ui(s) — va(s)y, b= [ux(s) — ua(s)I[ wa(s)ll 多 
2 2 pe 

p=——, j= e SS 

14-0 1—8 2 K» max1 |ui || r= (o,r.zy; 1} 


因此 , 对 任意 的 <>0 有 
s | |ux(s) — uals) hurls) — vas) "lulle lus) ^ ds 
< ef |u1(s) — u2(s)||{ ds + cle,0) | |ui (s) — wa(s) | llui (s) iF ds (8.39) 
0 


其 中 , C(e,0) > 0 RRF e, 6 I ||luillrs (o. Me = 2(o — miel), 并 将 式 (8.39) 
代入 式 (8.38) 可 得 


|ux(£) — wa(t)||% < Í (28 + Ci llu (s) : | ux (s) — u»(s)]|7;ds (8.40) 


其 中 , C, > 0. 

由 于 u(t) 一 uth Æ t 的 连续 函数 , H TOI € L'(0,T), 所 以 应 用 
Gronwall PER, 由 式 (8.40) 可 得 wi = uo. 证 毕 . 

Be ROK, 我 们 建立 问题 8.2 的 解 对 f 和 uo 的 连续 依赖 性 . 

定理 8.7 假设 a > mile||? +8, HP m = max(cy,mi). 如 果 假 定 H(A), 
H(B), H(B)i, H(B)s, H(v), H(£) m x, Huo € H, Aj (f uo) = u: V* x H > 
C(0, T; H) Æ Lipschitz 连续 的 , 其 中 以 表示 问题 8.2 的 唯一 解 . 

WEB] W uiu? € W 是 问题 8.2 分 别 对 应 于 fi, fo E€ V* ABER ul ud © H 
的 解 . 先 将 ui 满足 的 方程 减 去 wu 满足 的 方程 , 然后 用 wv = u(t) — u(t) 乘 以 所 得 
方程 的 两 边 可 得 


(us (t) — ug (t), ux (t) — ua(t)) + (A(u1 (t) — ux(t)), ui (t) — u2(t)) 
*(B[ui (£)] — B[ua(t)], u1(t) — ua(t)) + (m (t) — m), £Qu (t) — u(t))u* xv 
= (fi (t) = falt), u(t) == u2(t)), ae. tc (0, T) (8.41) 


其 中 ， m (t) E Ow (£u, (t)), nalt) 三 Ow (lu2(t)), a.e. t€ (0, T"). 类 似 于 定理 8.6 中 唯一 


BS ANN; 
性 的 证 明 , 根据 式 (8.41) 和 Holder 不 等 式 可 得 
|ux(£) — ua(t)||z < c (a — ull + || fa(s) — fo(s)|\-ds) 
0 
+} (as 十 Cal C) ) |ui(s) — uz(s)|?;ds (8.42) 


其 中 , c > 0 取决 于 o, m; 和 |£|, C2 > 0. 
应 用 Gronwall 不 等 式 , 并 根据 式 (8.42) 可 得 


pa) — alte < e (lud — ils f s) — foal) ltds) 
x exp { f (25 eei) ) ds} 


< e(Iluo — uall? + Ifi — fall) 


2 2 
x exp { J (28 + Collu OV Jat] (8.43) 
注意 到 
T 2p E Tes 
f iot ares ( f aoka) (8.44) 


其 中 , p,0 € o. i TE 
最 后 , 根据 式 (8.31), 3X (8.43) 和 式 (8.44) 可 得 
ur (t) — ua < e(Iru — wollr + ls — fallo ) 
x exp {267 d (f. ju; (tft ) va \ 
= c(i — ubl, + Ifi- falb- ) exp {267 + Cala Ig” } 
< e(Itu -ull + IL — fall») exp {28T + CC" } 


= Os (liu — ul + 1 — fall?» ) 


2 
其 中 ， Cu = 0, Cs cexp [28T 十 Coi \. 证 毕 . 


文献 注 记 


1964 年 ，Ficheral59 在 研究 线性 弹性 体 与 刚性 地 基 的 无 摩擦 接触 问题 (文献 
[132]) 的 解 时 首次 提出 了 “ 变 分 不 等 式 ” 一 词 . 随后, 有 关 变 分 不 等 式 理论 、 应 用 
和 数值 分 析 等 方面 的 论文 和 专著 不 断 涌现 ，Stampacchia 等 [T 94.136] 提出 了 变 分 
不 等 式 的 一 些 数学 理论 ; Duvaut 和 Lions?) 讨论 了 力学 和 物理 学 中 的 变 分 不 等 式 ， 
Baiocchi 和 Capeloa4 研究 了 变 分 不 等 式 在 自由 边界 等 问题 中 的 应 用 ; 进一步 , VE 
多 学 者 对 求解 变 分 不 等 式 的 数值 方法 及 其 数值 分 析 进 行 了 研究 067.95. 791, 特别 地 ， 
文献 [69] 介绍 了 变 分 不 等 式 的 数值 方法 及 其 在 力学 中 的 一 些 应 用 , 文献 [158] 讨论 
了 变 分 不 等 式 的 基本 理论 及 相关 问题 , 文献 [41] 系统 介绍 了 有 限 维 变 分 不 等 式 的 
算法 . a 

Noor!!! 和 Ding?9/ 分 别 介 绍 了 求解 集 值 变 分 不 等 式 与 混合 似 变 分 不 等 式 的 
预测 -校正 迭代 算法 , 进一步 , Noor 等 114, 16) 提出 了 寻找 变 分 不 等 式 问 题 的 解 集 
与 非 扩 张 映射 不 动 点 集合 公共 元 素 的 预测 -校正 迭代 方法 . 本 书 第 2 章 的 结果 主要 
来 自我 们 的 论文 1^ 59 959 在 2.1 节 中 , 我 们 介绍 了 更 一 般 形式 的 变 分 不 等 式 的 预 
测 -校正 迭代 算法 , 2.2 节 提 出 了 寻找 广义 混合 似 变 分 不 等 式 问 题 的 解 集 与 非 扩 张 映 
射 不 动 点 集合 公共 元 素 的 扰动 近似 点 -投影 算法 , 该 方法 元 服 了 文献 116] 中 方法 的 
局 限 性 . 2.3 节 是 文献 [113] 结果 的 推广 . 

在 诸如 信号 处 理 、 网 络 资源 配置 、 图 像 恢复 等 实际 问题 的 数学 模型 中 , 其 约束 
条 件 能 被 表达 成 不 动 点 问题 或 变 分 不 等 式 的 形式 , 参见 文献 [79]. [80]. [96]. [97], 
因此 寻找 变 分 不 等 式 问题 解 集合 与 非 扩 张 映射 不 动 点 集合 的 公共 元 素 问 题 成 为 研 
究 热点 , 参见 文献 19]. [77]. [78]. [104]. [105]. [143]、[147]、[150]. 本 书 第 3 章 针对 
非 扩张 映射 的 不 同类 型 对 这 个 课题 进行 了 研究 . 与 文献 [19]. [77] 相 比 , 3.1 WATE 
所 需要 参数 的 条 件 更 弱 ,， 且 克服 了 文献 [19] 算法 3.1 的 不 可 行 性 . 进一步 , 我 们 用 
由 非 扩 张 映 射 族 所 定义 的 映射 代替 一 般 的 非 扩张 映射 , 应 用 Armijo 线性 搜索 程序 ， 
在 连续 性 的 假定 下 , 得 到 算法 的 收敛 性 结果 , 比 文 献 [147] 对 映射 的 Lipschitz 连续 
性 假设 要 弱 . 从 文献 [26] 得 到 启发 , 在 3.3 节 , 我 们 运用 次 梯度 超 梯 度 方法 , 并 考虑 
比 非 扩 张 映射 更 一 般 的 严格 伪 压 缩 映 射 , 提出 了 寻找 公共 元 素 的 两 种 算法 , 并 获得 
相应 的 强 ( 弱 ) 收敛 定理 . 第 3 章 结果 来 源 于 文献 [30]、[31]、[54]、[55]. 

集 值 变 分 不 等 式 是 比 经 典 变 分 不 等 式 (映射 为 单 值 ) 更 为 广泛 的 一 类 变 分 不 等 
A 中, 许多 学 者 对 集 值 变 分 不 等 式 的 理论 和 算法 进行 了 研究 47,15,42,62,74,127,129]. 
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Alber"? 将 Sibony!?!] 求解 单 值 变 分 不 等 式 的 投影 算法 推广 到 求解 集 值 变 分 不 等 
A, 其 映射 要 求 是 一 致 单 调 的 .Konnovlsd 提出 了 求解 集 值 变 分 不 等 式 的 联合 松弛 
方法 (combined relaxation method), 该 方法 要 求 可 行 集 必须 具有 显 性 表达 式 , 并 要 
满足 Slater 约束 条 件 . Iusem 等 BU 利用 单调 算 子 的 = 加 强 , 在 映射 是 极 大 单调 的 条 
件 下 , 给 出 了 求解 集 值 变 分 不 等 式 的 超 梯 度 方法 . 鉴于 此 , 本 书 第 4 章 的 前 三 节 研 
究 了 集 值 变 分 不 等 式 的 投影 算法 , 其 条 件 是 假设 所 涉及 映射 是 伪 单 调 的 和 连续 的 ， 
可 行 集 是 有 限 维 实 空间 的 任意 非 空 闭 凸 集 . 近来 , Li 等 99 给 出 了 求解 集 值 变 分 不 
等 式 的 一 类 投影 算法 , 该 算法 需要 求解 一 个 单 值 变 分 不 等 式 , 计算 费用 较 高 ,为 了 
克服 这 个 困难 , 4.1 节 首 先 通过 选择 不 同 的 超 平面 , 给 出 集 值 变 分 不 等 式 的 一 类 投 
影 算 法 , 该 算法 无 需求 解 单 值 变 分 不 等 式 , 从 而 计算 费用 较 低 . 4.2 节 将 文献 [133] 
经 典 变 分 不 等 式 的 二 次 投影 算法 推广 到 集 值 的 情形 . Solodov 等 1949 给 出 了 求解 极 
大 单调 算 子 零点 的 投影 -近似 点 算法 , 其 特点 是 下 一 步 欠 代为 初始 点 到 两 个 超 平 面 
交 上 的 投影 . 4.3 节 借 助 这 种 方法 研究 集 值 变 分 不 等 式 . 与 前 面 介绍 的 方法 不 同 , 在 
次 梯度 算法 中 , 可 行 集 由 凸 函 数 所 确定 , 且 初 始点 可 以 在 有 限 维 实 空间 中 任意 选取 . 
第 4 章 的 结果 可 参考 文献 [45]. [48]. [50]. [52]. 

在 实际 问题 中 , 会 遇 到 因 可 行 集 的 形状 不 规则 而 不 易 计 算 投影 的 情况 , ARS 
想到 寻找 集合 序列 逼近 可 行 集 , 这 就 是 本 书 第 5 章 的 出 发 点 .从 文献 [27] 得 到 局 
发 , 在 第 5 章 的 算法 中 , 下 一 步 迭 代 是 到 超 平 面 与 集合 序列 交集 上 的 投影 , 该 集合 
序列 上 图 收敛 到 可 行 集 . 借助 Armijo 线性 搜索 程序 , 在 比 文献 [27] 更 弱 的 条 件 下 ， 
建立 了 强 收 敛 性 结果 . 第 5 章 的 结果 可 参考 文献 [46]. 

19804F, GiannessilS6| 首 先 提 出 了 有 限 维 空间 上 的 向 量变 分 不 等 式 . 陈 光 亚 等 [29| 
讨论 了 有 限 维 空间 上 癌 量变 分 不 等 式 与 向 量 优化 之 间 的 联系 . 他 们 利用 KKM E 
理 , 证 明了 癌 量 优化 问题 解 的 存在 性 定理 .从 那 以 后 , 许多 学 者 对 向 量变 分 不 等 
式 及 其 推广 形式 进行 了 研究 ， 并 给 出 了 不 同 条 件 下 各 类 广义 向 量变 分 不 等 式 与 相 
应 向 量 优化 问题 的 联系 (可 参见 文献 [3]. [64]. [65]. [86]. [S8]. [89]. 、[103])… 黎 
曼 流 形 上 的 优化 方法 在 理论 上 能 统一 地 处 理 约束 和 无 约束 非 线 性 优化 问题 , 正如 
Németh!!09) 所 指出 的 那样 , 在 应 用 领域 中 有 大 量 问题 的 模型 可 表示 为 流 形 上 的 变 
分 不 等 式 或 边 值 问题 . 近年 来 , 越 来 越 多 的 学 者 致力 于 将 非 线性 分 析 的 概念 和 方法 
推广 到 流 形 上 , 以 便于 研究 流 形 上 的 优化 问题 、 变 分 不 等 式 相 关 理 论 与 算法 , 参见 
文献 [12]. [13]. [16]. [57]、[58]、 [76]、 [123]、 [124]、[140]~[142]、 [144]. [145]. [148]. FF 
别 地 , Colao 等 在 文献 [33] 中 给 出 了 Hadamard 流 形 上 的 KKM 定理 , 它 是 研究 变 分 
不 等 式 、 均衡 问题 、 优 化 问题 的 有 力 工 具 . 在 假定 向 量 场 为 单调 的 前 提 下 , Ferreira 
等 57 提出 了 Hadamard 流 形 上 单 值 变 分 不 等 式 的 超 梯 度 算法 ; 为 了 削弱 单调 性 的 
假设 条 件 , 在 相应 向 量 场 为 伪 单 调 的 假设 下 , Tang 等 49 给 出 了 Hadamard 流 形 
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上 求解 变 分 不 等 式 的 Korpelevich 方法 ; 而 Li 等 193] 在 黎 曼 流 形 上 证 明了 向 量 场 为 
集 值 的 变 分 不 等 式 解 的 存在 性 、 唯 一 性 以 及 解 集 的 凸 性 , 研究 了 针对 这 类 变 分 不 等 
式 的 邻近 点 算法 的 收敛 性 , 并 将 结果 应 用 于 黎 曼 流 形 上 的 凸 优化 问题 . 6.1 节 刻 画 
了 Hadamard 流 形 上 非 光 滑 函 数 伪 凸 性 与 其 梯度 伪 单 调 性 的 等 价 性 , 是 文献 [140] 
中 相应 可 微 性 结论 的 推广 . 6.2 节 建 立 了 同 量 变 分 不 等 式 和 不 可 微 非 同 向 量 优化 问 
题解 的 等 价 性 的 结果 , 是 文献 [154] 中 的 相应 结论 在 Hadamard 流 形 上 的 推广 . 6.3 
节 应 用 6.2 节 建 立 的 等 价 性 结果 , 证 明了 具有 常 值 曲 率 的 Hadamard 流 形 上 的 向 量 
优化 问题 解 的 存在 性 . 6.4 节 介 绍 了 Hadamard 流 形 上 集 值 变 分 不 等 式 的 投影 算法 ， 
是 文献 [140] 中 相应 结论 的 推广 . 第 6 章 的 内 容 部 分 取材 于 文献 [47]. 

众所周知 , Gap- 泛 图 可 以 将 求解 变 分 不 等 式 转化 为 与 之 等 价 的 最 优化 问题 , 人 
们 对 它 的 研究 已 经 取得 了 非常 重要 的 成 果 h 18, 41, 60, 61, 73, 121, 139, 153] .Gap- 泛 函 
的 主要 应 用 之 一 就 是 派生 出 误差 界 的 概念 , 误差 界 是 对 任意 一 点 到 变 分 不 等 式 解 集 
合 的 距离 的 估计 ， 它 在 变 分 不 等 式 算 法 的 收敛 性 分 析 中 起 着 非常 重要 的 作 
用 £2,110,120.138], Kk, 研究 不 同 的 Gap- 泛 函 以 及 它们 与 变 分 不 等 式 解 之 间 的 
关系 , 已 成 为 一 个 非常 重要 的 课题 . 最 近 , Solodov135! 研究 了 混合 变 分 不 等 式 的 几 
类 Gap- 泛 函 , Noor!!!) 研究 了 一 般 变 分 不 等 式 的 Gap- 泛 函 . 7.1 节 介 绍 了 集 值 变 
分 不 等 式 的 三 类 Gap- 泛 函 , 并 在 较 弱 的 条 件 下 建立 了 集 值 变 分 不 等 式 解 的 误差 界 . 
7.2 节 介 绍 了 混合 变 分 不 等 式 的 不 动 点 映射 及 正规 映射 , 并 建立 了 其 单调 性 和 强 单 
调 性 的 充分 条 件 , 推广 了 文献 [63]. [131]. [159] 中 的 相应 结果 . 第 7 章 的 内 容 主 要 
取材 于 文献 [43]、[51]. 

在 20 世纪 80 年 代 早 期 , Panagiotopoulosli1 站 首先 介绍 了 半 变 分 不 等 式 ， 即 
具有 局 部 Lipschitz 泛 函 的 Clarke 次 微分 的 偶 微 分 包含 , 它 是 变 分 不 等 式 的 推广 . 
在 过 去 的 三 十 年 间 ， 半 变 分 不 等 式 被 证 实在 许多 学 科 中 均 有 广泛 的 应 用 ， 且 许多 
问题 可 以 数学 模型 化 为 半 变 分 不 等 式 . 在 这 期 间 , 许多 学 者 对 半 变 分 不 等 式 的 理 
论 、 数 值 解 以 及 应 用 进行 了 研究 (参见 文献 [24], [102] [106]; [119] 及 其 参考 文献 ). 
Migorskil89| 研究 了 抛物 线 型 半 变 分 不 等 式 , 其 特点 是 将 证 明 半 变 分 不 等 式 解 的 存 
在 性 转化 为 证 明 函 数 的 满 射 性 ;Carl23 利用 上 下 解 的 存在 代替 多 值 映 射 的 有 界 性 
假定 , 证 明 由 方程 所 控制 问题 的 解 的 极限 是 所 研究 半 变 分 不 等 式 的 解 ; Liu 等 (99) 
研究 了 一 类 进化 半 变 分 不 等 式 , 其 解 的 存在 性 是 通过 增加 具有 正 乘 子 的 正则 项 到 次 
微分 包含 来 实现 . 最 近 , Migorski 和 Ochal!!°! 研究 了 Navier-Stokes 方程 的 进化 半 
变 分 不 等 式 , 并 运用 Galerkin 方法 给 出 了 进化 半 变 分 不 等 式 解 的 存在 性 结果 . 第 8 
章 介绍 了 Navier-Stokes 型 半 变 分 不 等 式 , 并 建立 了 其 解 的 存在 性 、 唯 一 性 和 解 对 
初始 数据 的 连续 依赖 性 等 结果 . 第 8 章 的 内 容 部 分 取材 于 文献 [49]. 
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